


















Напишите несколько: а) рациональных; б) иррациональных чисел,
расположенных между числами      и     .

9

Напишите два таких иррациональных числа, чтобы: а) сумма была
рациональным числом; b) произведение было рациональным числом.

4

В уравнении  х²=а вместо а запишите такое число, чтобы уравнение:
a) имело два рациональных корня; b) имело два иррациональных
корня; c) не имело действительных корней

Определите, значение какого выражения является рациональным или
иррациональным числом?
a) (√7 + 3)(√7  3)                 b) √3·√2·√6              c)  (2  √2)2

7

Какие из данных действительных чисел являются натуральными; це-
лыми; рациональными; иррациональными?

√16a) b) c) d) e)9
11 1,(7) √8 √9

1

2

3

Сравните числа:
2√3 и √9 √14 и 3 и a) b) c) d)и7

12
7

√12
8
3

8

9

Укажите между какими двумя последовательными целыми  числами
находятся на числовой оси данные числа .

1,6 √5 0,(8)9
4

3
4


4

7
2

√
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а) Существует ли наименьшее число, которое больше 0,63?
b) Укажите наибольшее действительное число, которое меньше   
0,9 и в десятичную запись которого не входит цифра 9. 

5

При каких значениях n=2; 3; 4; 5 выражения √n является рациональ-
ным числом?

6

Действительные числа

Расположите числа в порядке возрастания.

Какое из утверждений верно относительно данных чисел?

a) больше, чем  1 
b) между 2 и 1  

a) между 1 и 2 
b) между 2 и 3

1) 2)√3

√49 √116,8 3,10 √51 √15√7 √8

√2√, 

; ;( 2)2; ;1) 2),; ;;

, ,. .,3
2 √ 36

5 √ 49
8 √ 81

11

1
3

1
2

Немат утверждает, что оба числа 2 + √3   и  1 + √2  расположены на
отрицательной  части числовой оси. Прав ли он?

Найдите целую и дробную части чисел.
a) 2,3     b) 6,2      c)2,(3)      d) 2,(3)     e) 2,1(6)      f)            g)  
Указание: Дробная часть числа равна разности числа и его 
целой части. 

√5   1

Упростите:
a)    3 +       1 b)      1 +       + 1 c)   3 3 √3

√3

√3√2 √2

11

12

13

14
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a) Какие из точек A( 2; 8), B(2; 8), C(       ;        ), D( 3; 27) распо-
ложены на графике функции, являющейся кубической параболой?
b) При каком значении m кубическая парабола проходит через точку
N(m; 8)?  c) Сколько точек находится на кубической параболе с ор-
динатами 8; 1?  

(x 2)3 1 = 7;   (x 2)3 = 8;    x 2 = √8 ;   x 2 = 2;     x = 4
a) 2x3 1 = 15            

f)            27
64

Найдите значение выражения.

Укажите несколько натуральных значений n, при которых 
значение выражения будет: а) рациональным числом; 
b) иррациональным числом.
Какие из чисел являются рациональными, а какие иррациональными?

Определите приблизительное расположение данных чисел на число-
вой оси.

То есть, число √19  находится между 2 и 3.

√n

b) √9       2  
Впишите знаки  > или <  в закрашенные квадраты.

3
a) √7      √9  33 3

3

1
4

0,01 √0,0018
125

3 3
d) e)

3

e)            5
27

33√4

33e) √ 60 +   1631  64

3

3

3
c) √ 6 + 8

3333a) 19

a) 11 d) 3√0,027f )

c) 30b) 20
3 3 3

3
3

3

3c) 64b) 16

3
f) √ 130   125

33g) √

d) 36

1
2

1
8

Дана функция y = x3 . 

Используя график функции y = x3, найдите: 
a) приближенное значение y при x = 1,2; x = 1,2;
b) приближенное значение x при y = 4; y = 4.
Найдите объем куба, длина ребра которого 4 см.
а) Чему равен объем куба, если длину ребра увеличить в 2 раза?
b) На сколько изменится объем куба, если длину ребра увеличить на
1 см?

Пример:

Пример: 8 < 19 < 27  √8 < √19 < √27 , отсюда 2 < √19 < 3.

Обучающие задания

Определите знак разности.
3

a) √5   √7     b) √10  2     c) √24  33 3 3
Расположите числа в порядке
возрастания.

3
a)    9 ,      7 ,     2,      1,2   
b)    5 ,    2,   4 ,    3

√ 3√ 3√
3√ 3√

1
2

Решите уравнения:
c) (x 1)3 + 1 = 9       

1

3

2

4

5

7

8

9

6

11

10

3a) √5 ∙   8 3 3b) √8 ∙ √ 2 ∙13,5
3 3d) (4 √ 64) : √0,125

c) √25      3

20 1

√19

3
x

Кубический корень числа

b)      x3 1 = 31                                        







● Корнем n-й степени (n ≥ 2,n N) из числа а называется число, n -я
степень которого равна а.
Например, корнем 5-й степени из числа 32 является 2, потому что
25=32. Корнем 4-й степени из числа 81 является 3 и 3, потому что
34=81 и ( 3)4=81. 
● Если n нечетное число, то для любого числа а существует един-
ственное действительное число, n-я степень которого равна а.
● Если  n четное число, то при  a > 0 существуют два действительных
числа, n-я степень которых равна a. Эти числа являются взаимно проти-
воположными. 
● Если n четное число, при a < 0 a не имеет действительного корня.
● Арифметическим корнем  n-ой степени из числа а(a ≥ 0)  называется
неотрицательное число,  n-я степень которого равна а. 
Обозначается      и читается так: «корень n-й степени из числа a».
Число a называется подкоренным числом или подкоренным выраже-
нием, n  показателем корня. При a >0 отрицательный корень четной
степени из числа a обозначается         .
● Корень нечетной степени из отрицательного числа можно выразить
через арифметический корень той же степени. Например, 
● Если a = 0, то .  
● Если n нечетное число, то выражение       имеет смысл для любого a R

Если n четное число, то выражение        имеет смысл только при a ≥ 0   

16

Исследование.1) Впишите в закрашенные квадраты число, при кото-
ром равенство будет верным.

2) Можно ли найти число, при подстановке которого в закрашенный
квадрат, равенство                      будет верным? 3) Что можно сказать о
числе, вписанном в квадрат для верности равенства ?

3 3
√ 8 = √8 = 2

Пример 1:

Пример 2:

Корень n-й степени

n
√an = | a |√an = a. Если n четное число, то            

● При всех значениях имеющего смысл выражения       ,       
справедливо   

● Если n нечетное число,

Корень n-й степени и его свойства

n√a

n√a

n√a

n√a

n
√a

n√0 = 0

n

n

n(√a) = a

3
√x3 = x

4
√x4 = |x|

5
√x5 = x

6
√x6 = |x|

√a > √bn n● Если a > b > 0  то, √8 > √54 4√7 > √43 3 ;

a) (   )4  16

(   )6  64
(   )4  9

b) (   )5  343 c) (   )8  0 d) (   )5  32

Вычислите. 
a) √121 4

c) √256
3

j)    0,064g)            1
16

4 i)            1
16

4 5

4e) √ 13
d) √ 0

√5h) √ 32

3b) √125

f) √0,64

1
Обучающие задания
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Вычислите.

i) √( 7 )2e) 3√( 2)44 h) 2√( 4)33

√(x 1)3 + √x2 4x + 43

√x + 1   3
3

4

f) √( 3)4 + √( 3)34 3 g) √( 8)26

Разделите на две группы:  имеющие смысл и не имеющие смысла.

Запишите два последовательных целых числа, между которыми за-
ключено число:

Найдите целую часть числа.

Чтобы найти дробную часть числа, нужно из данного числа вычесть
его целую часть. Сначала найдите целую часть числа, а затем укажите
его дробную часть.

a) √5 b) √25 c) √28 d) √0,7         e)  √15  

4d) √ 12 6e) √( 3) ( 7)
4c) √ ( 2)45a) √ 27 8b)  √19

53 4 4

a) √2 b) √ 9   c) √12 d) √33       e)  √ 28  2  43 5 3

a) √3 b) √20 c) √38 d) √17        e) √17        f)  √17  1  53 4 4 4

a) √(√2 1)3
3

+ √(√2 1)4
4

a) (4√3 )2 b) (5√2 )3

2

3

5

4

6

7

8

9

3 c) ( 2√3 )4
4 d) ( 2√4 )55

√52 √63 √103 √16   

С помощью калькулятора найдите приближенные значения выра-
жений:

Упростите:

10
Упростите выражение при 1 < x < 2 

12

13

14

11
Расположите числа в порядке возрастания:

При каких значениях переменной верно равенство?

Решите уравнения.
d)      x4  2 = 0       e)      x5 + 16 = 0

Пример: 1) Уравнение с нечетной степенью x3 = 27  имеет един-
ственный действительный корень: x = √27 = 3  
2) Уравнение x4 = –81 не имеет действительных корней, т.к. степень с
четным показателем не равна отрицательному числу.
3) Уравнение x4 = 16  имеет два действительных корня: 
x = ±√16  , x = ±2

Упростите:

33 4a)

√x4 + √x5 (x > 0)
4 5a)

a) √17 , 
4
√15 ,  2

5
b) √9 , 

5
√7 ,  √3

√x4 + √x5 (x < 0)
4 5

b)

b) c) d)

Вычислите. √√
3 3 416a) √√64b) √7+ √7 + √1c) 53√4·√2· √256d)

a) √x 1   2
4b) √x 7   1

6c) √x 3   2
5d)

5

b) √(√2 3)3
3

+ √(√2 3)4
4

1
8

1
2

3

4

a) x3 = 64     b) x6 = 16    c) x4 = 81

Корень n-й степени и его свойства
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Исследование: 1) Сравните значения выражений и  
2)  Впишите в закрашенный квадрат соответствующий знак сравнения. 

Обсудите решение этих заданий и обобщите свое мнение.

Свойство 4.  Если n, k  натуральные числа и a ≥ 0, то
Действительно, при  a ≥ 0 выражения                     имеют смысл и их
значения неотрицательны. Т.к. 

Пример:
Свойство 5.  Если  n, k, m  натуральные числа и a ≥ 0 то,  √akm  = √am

Если показатель корня и показатель степени подкоренного выражения
умножить или разделить на одно и то же натуральное число, то значе-
ние корня не изменится. Действительно, согласно свойству 4, 

Пример:

nkn k√√a и √a

nkn k√√a = √a

n kn k√√amk

kn k(√√a )nk = ((√√a )n)k = (√a )k = a
n k

3 4√√2 12√2= 

nkn k√√a = √a

nk
√amk

n

n

kn

3√√x4
6
√x4 3

√x2= = 
= = √(√am  )k = √am

Свойсво 1. 
Корень n-й степени из произведения неотрицательных сомножителей
равен произведению корней n-й степени сомножителей.
Пример: 
Свойство 2.  

Корень из дроби n-й степени с неотрицательным числителем и положи-
тельным знаменателем равен отношению корней n-й степени числителя
и знаменателя.

Пример:

Свойство 3. Если n, k - натуральные  числа и a ≥ 0, то
Пример:

Корень n-й степени и его свойства

3√√64 6√64

√8 ∙ 27
3 3

√8 ∙  √27
3

5 5(√2 ) = √24
5

= √16 

Если a ≥ 0 и b ≥ 0 то,  

√27 ∙ 64 =3 3 3
√27 ∙ √64 = 3 ∙ 4 =12

n n n√a∙b = √a ∙ √b

a
b 

√a
√b 

n
n

n

= 

16
81

4
2
3

16
4

=                           =                           √
81

4
√

Если  a ≥ 0 и b > 0 то, √

n n(√a )k= √ak

Обучающие задания
15 Дополните нижеследующее доказательство тождества √a·b = √a · √b

при a ≥ 0, b ≥ 0. 

n n n

n
√ab

Утверждение
1. a ≥ 0, b ≥ 0
2.       ≥ 0,       ≥ 0
3.      ·      ≥ 0
4.
5.       
6.          =       ·

1. Дано
2. ................
3. ................
4. Степень произведения ...........
5. ...............
6. ...............

Обоснование

n√a
n√a

n√a

n√b

n√b

n√b
n n nn(√a · √b )n = (√a )n · (√b )n

n n(√a · √b )n = a ·b 

то,                    

Корень n-й степени и его свойства

4
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√√ √

e) √x · √x 3 3f) √x · √x2
n

g) √an · √a √x·√y
√x·√y

3

3√√aa)
4 3√√x4

5 4√c5f)

h)

3√√ab)
4 9

Упростите выражения при положительном значении переменных.

Упростите выражения при положительных значениях переменных.
g)

5
√nh) √8 3√y6j)

3√√xc) d) √x6
2n

e) √a4n

5
√n5k)√4

4 4

3√z12i)

6 3
√x2

) )(

)(
(

25

24

a) 4 2√a2 )(b) 3√ab )( √a3b3c) · √z2 √81z6d) ·
n n

Вычислите. a) √32 ∙ 3 ∙ √8 ∙ 274 4 c) √16 ∙ 9 ∙ √2 ∙ 275 5b) √8 ∙ 3 ∙ √2 ∙ 274 4

Вычислите.

Пример:

√16
√2

3

3
a) √192

√3

3

3
b) √81

3√3

3

3c) √48
√3

4

4 e)4√10
√0,1

d)

18

19

20

Вычислите значение выражения.

a) √5 ∙ √2003 3
b) √3 ∙ √274 4 c) √4 ∙ √85 5 3 3d) √28  · √98

e) √16 ∙ √13,53 3
f) √80 ∙ √1254 4 g) √8 ∙ √1624 4 5

√54 ∙ √32=3 3 √27 ∙ √64 = 3 ∙ 4 =123 3√54 ∙ 32 =3 √27 ∙ 2∙ 32 =3

5h) √81  · √96

Если прочесть справа налево тождества, заданные в свойстве 1 и в
свойстве 2, то получится правило умножения и деления корней с
одинаковыми показателями. Вставьте пропущенные слова, чтобы
дополнить правила. 
1) Чтобы перемножить корни с .......  показателями, нужно ........ под-
коренные выражения, а показатель корня .........
2) Чтобы разделить корни с ....... показателями, нужно разделить
........ , а показатель корня .......... .

17

b) ,3 6√64   √√64 3√√64 c) , 4 8√ 28√√284√√28

Сравните значения данных выражений:

иa) 4√81√√81 и и

23

√486 √64
√2

√512 √32
√2

Вычислите значение выражения. 5 5

5

3√a)     9 √17 · 9 + √17
3√

5√c)   7 √17 · 7 + √17
5√

3 3 3a) (√8 √4,5)·√2 b) (√16 √2)·√4

4√b)   10 √19 · 10 + √19
4√

4 4

4

5 5 5g) (√16 +√121,5)·√23 3 33f) (√54 √2 +2·√16):√2  4 4 4e) (√8 2·√0,5)·√2

c) d)

Вычислите.22

21

16 Вычислите значение выражения.

a) √25 ∙ 64 b) √8 ∙ 27 c) √16 ∙ 814 · 2433 d)
4√ 16

625 e)
5√ 1

32

Корень n-й степени и его свойства
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(√8  )2

Покажите на примерах, что свойства 1 и 2 верны и для отрицатель-
ных чисел  a и  b, если  n нечетное число. 
Во сколько раз  число           больше числа            ?

Найдите площадь прямоугольника с длиной 8  м и шириной 2 м .26

27

28

29

3√ 5
64

3√ 5
256

6

Выполните действие.
a) (√4 )24b) d)(√9 )24 (√3  · √8 )26c) 3 ·

Запишите выражение в виде a√b

Упростите выражения при положительных значениях переменных.

Примеры:
Вынесение множителя из-под знака корня.

√54 = √27 ·2 = √27 ∙ √2 = 3√2 

√ 
108
250

= = = ab2√a2

√ 

3

3 3 3 3 3

√a5b6
3 3 3 3 3
√a3b6a2 √a3·√b6·√a2

a)

b)

= = √16 ∙ √a4 ∙ √3a2 = 2|a| √3a24
√48a6

4 4 4 4 4
√16 ∙ 3 ∙ a4 ∙ a2c)

a) √16x3

a) √32 b) √24 c) √32

b) √27a5 3d) √54a5b7

3

n

3

4 d) √1285 3

81a2b4

3b
6c) √64 a7 e)

e)

33

32

a) b) c) d)

Упростите.

3 4

√x3y5

√x5y3

√a5b10

√ab2
√n4m
√nm4

30

31

3

3
√x6z3

√x2z3

4

4

4

4

Освободите от корня. Запишите в виде многочлена.
a) √(a + 2)6 b) √(x  3)8 3c) √(x2  1)3 4d) √(x2 + 2)4

√16x4y
√y

Упростите. Определите допустимые значения переменной (ДЗП).

3

4

√ x6y8

x3y4

4
4

4

√x3y ·

34
√36x3 √36x5y8 5 5 3√8xy7 ∙ √16x6 √4y3z ∙ √2y2z4

5
√x9y
5√x3y8

9x3

32y4

3

Упростите выражение вынесением общего множителя за скобки.

Внесение множителя под знак корня.
При n нечетном, при n четном и a ≥ 0 

a < 0  
a = √an

35
5 5

2√y + 7√y
3 3√16y4  3y√2y5 5√64x8  x√2x3 4 4√x + 2√xa) b) c) d)

n a = √ann

a = √ann

c ∙         √c4 ∙        √ 3c4 4 44

2      =       ∙      =      ∙       =   8 ∙ 5 = √40

= =(3x)4

x
3x
√x

Пример: 3 3
√3√5 3

4 81x3√ 4

√8
3√5

3√23

4

3√5a)
b) c) 3

c3
3
c3

Корень n-й степени и его свойства

a) b) c) d)

e) f) g) h)
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44

√ ( a  0 )( a  0 )
3 5√ 43√√a6b)

5 3√√x10c) 34√√ a2d)a) a6b3

Упростите, применяя свойства корня.

45

Внесите множитель под знак корня.

3√23 2√24 3√54b) c)a)

36

2
x

2
x

3a) x ∙ 3
4c

3c) 2c ∙
x5

8
4d) ∙3

x
4b) x ∙ 3

c
4e) c ∙

Внесите множитель под знак корня. Укажите ДЗП.

4d) 2√3 5e) 2√2 3f) x√3 5g) a√2 

37

38 Определите знак разности. √2 √1036a) √2 √23b) √5 √7
4 6c)

Вычислите значение выражения.

2√33 3√23b)39 Сравните числа.

41
√a)     4 + √7  · 23  8√74√ √b)     3 2√2 · 17 + 12√24√

√4 √343a) и и 2√3
4

3√24c) и

42 √a √b
√a √b

Упростите. 4

4

4
√a +√ab
√a +√b4 4a)

a b
√a √b3 3

a + b
√a +√b3 3b)

Приведите корни к одинаковым показателям, а затем 
выполните действие.
a) √2 ∙ √4

40

3 b) √3 ∙ √34
c) √4 : √246

d) √x : √x53

43 Найдите площади фигур.

√184

√163

√124

√484

√184

√24

a) b)

2∙
√43

√34

c)

Освободите знаменатель от иррациональности.
9

√27
5

34 √4
4
√85

49

a) b) c)

Решите уравнения и неравенства.
3a) √x = 4; 3√x > 4; 3√x < 4;
5c) √x  3 = 2 4e) √x + 1 = 33d) √x + 5 = 1 6f) √x + 2 = 5

4b) √x = 2 4√x > 2 4√x < 2

48 Выполните действия.
√4  2√3 · √4 + 2√3

√2

4

a)
4 2√5  4 ·    2√5 + 4

√0,5

3

b)
3√ √

3

46

Какое из равенств верно при a < 0.
5a) √a5 = a 5

b) √a5 =  a 4c) √a4 =  a 6d) √a6 = a

Расположите числа в порядке возрастания:
√2 √46 √3 .

3
; ;a) √3 √43

√5 .
4

; ;b)
47

Корень n-й степени и его свойства



Лятиф и Севиль вычислили значения выражения            следующим 
образом:
Лятиф: ( 8)  = √ 8  = 2. Севиль: ( 8)   = ( 8)   = √( 8)2 = √64 = 2. 
Сравнивая результаты, объясните, почему степень с дробным пока-
зателем для отрицательного числа не рассматривается.

Исследование
1) Найдите значение выражения √26.
2) Вычислите значение выражения 2   , учитывая что      = 2.

3) Сравните результаты 1-го и 2-го шагов.
4) Верно ли равенство = a   , если m делится на n? Приведите еще
один пример.
5) Как вычислить значение выражения  а , если число m не делится на n
без остатка?

√amn

6
3

m
n

m
n

3

6
3
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Степень с рациональным показателем и ее свойства

√0 mn
m
n

Определение: Если a  положительное число, а дробное число

(здесь m  целое, n  натуральное число, n ≥ 2), то

Пример: ;                   ;     

Допустим, что равенство (здесь a > 0, m  Z, n  N, n ≥ 2)
верно и в случае, если      дробное число. Тогда все свойства степени с
целым показателем выполняются и для степеней с дробным показате-
лем при положительном основании.

Степень с дробным показателем для отрицательного числа не рас-
сматривается. Например, выражение            не имеет смысла.

Т.к = 0 (n  N, n ≥ 2) при m > 0, то при  > 0,  0   = 0  

√am  an m
n

nm
n

1
2

2
53   = √325

3
42   = √2 34

2
5

(– 4)

1
3(– 8)

1
2

1
2 = √5 2

m
n

m
n

m
n

a = √am

( ( ) ) 

Степень с рациональным показателем

Обучающие задания

5

–

3 4 5

2
3

3
4

3
4

Замените корнем степень с рациональным показателем.

Замените арифметический корень степенью с рациональным 
показателем.

Вычислите.

a) 5   ;  3  ;    8    ; 90,25
2
3b) x ;  y1,5 ;  8– 0,5 ; c– 2,5

a) √5 ;    √2  ;    √2   ;   √73 6 3 8b) √a3 ;    √b5 ;    √2x ;   √2x3

1

2

3

4

1
2

–a) 100
3
4e) 81

1
3f) 2125

1
2

1
3g) 25    0,001

2
3

1
3h) 8    27

1
4

1
5i)16 + 32

1
2b) 9

1
1
3c) 8

1
3d) 27

1
3

3 1
3

2
6

66

1
2c) 3x ;  (8y) ;  (4c)–0,5

1
3



23

Остальные свойства доказываются аналогичным способом.

Докажите, что  ap · aq = ap + q , если  p =      ,  q =       (n и l – натуральные
числа, m и k – целые числа).

m
n

k
l

lnln ln
m
na

k
l· a

ml
nla

nk
nl· a

ml
nla

nk
nl

√aml   · √ank = √aml · ank ln√aml + nk ====
m
na

k
l

+

ml

a
nk+

nl

= ap + q 

Известные нам свойства степени с целым показателем справедливы и
для степеней с любым рациональным показателем при положитель-
ном действительном основании.

Название 

Произведение степеней ap ∙ aq = ap + q

(ap)q = apq

(ab)p = apbp

5 ∙ 5 = 5 +      = 52 = 25

(3 )2 = 3 ∙ 2 = 35 = 243
(16 ∙ 9) = 16 ∙ 9 = 4 ∙ 3 = 12

2130 = 1a0 = 1

a p = 1
ap

Степень степени
Степень произведения
Степень с отрицатель-
ным показателем
Степень с нулевым 
показателем

Форма записи Пример

36 0,5 = =
1

360,5

1
(62)0,5

Степень с рациональным показателем и ее свойства

1
2

1
2

Сравните числа.

При каких значениях переменной выражение имеет смысл?

a) 5    с 3 

1
3

1
4

2
3a) x   

1
2

1
2b) 0,1    с 0,2 

1
2

1
3c) 3   с 3

1
3

1
4d) 4   с 4

6

7

8

Свойства степени с рациональным показателем

b) √x3 c) (x 1) d) (x + 1)

Степень отношения

Здесь a и b положительные действительные числа, p и q рациональные.

= =(     )27
64

27

64
=

=

3
4

1
6

a
b( ) ap

bp

p

Отношение степеней = ap  q ap

aq = 4 = 42 = 164
4

5

Вычисление на калькуляторе 2,4 3,5  ≈ 21,4160487111885324.
Лала и Анвер объяснили это вычисление  таким образом:
Объяснение Лалы: Если число 2,4 умножить 3,5 раз на себя, то полу-
чится приблизительно 21,42. 
Объяснение Анвера: 2,4 3,5  = 2,4   . Это является квадратным корнем
из произведения 7 множителей, каждый из которых равен 2,4. Какое
из объяснений верно?

7
2

+

1
2

1
2

1
21

2

1
2

1
2

1
2

5
2

5
2

5
2

5
2

3
2

3
2

1
3

1
3
1
3

ap · aq = 

Вычислите.
2
3

1
3

1
3

1
4a) (27    + 125   +8   )

1
2

1
3

3
2

2
3b) (8   + 9   + 125   ) 


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Степень с рациональным показателем и ее свойства

5
7a) ( a   )1,4

2
3

3
4b) (m   ) c) (b 0,8)0,5

f) (a )    ∙ ad) (c 0,7)0,5 ∙ c 0,15 e)  y   ∙ y   : y  0,5
5
9

5
12

3
4

–5
6

2
3

Упростите, применяя свойства степени с рациональным показателем.

1
2

1
3a) c    ∙ c

1
2

1
3a) x    : x d) c1,2 : c 0,8

1
3

2
3c) a    : a

2
3b) y : y

d) a0,8 ∙ a  5,1 ∙ a 7,3
2
3

1
3b) a    ∙ a

2
3

4
3c) b    ∙ b

–

Представьте в виде степени с рациональным показателем.

Упростите.

9

10

11

Обучающие задания

d) (        )
–

1
4 1

8
– –

a) (81 ∙ 16) 
1
3b) (     ∙ 27  1)

1
81

1
2

1
4

1
49

1
2c) (0,01 ∙       ) 49

144

1
2

Упростите.
2
3a) (125 x6) 

1
3b) (27 x3) 

–
1
3c) ( 64 c6 ) 

1
4d) (      x8 )

–
1
3x; x8; x ; x

1
4

–
1
3a; a6; a ; a ; √a

Выразите нижеследующее выражение через a, если 234    = a
1
2a) 2,34    

1
2b) 0,0234    

1
2c) 23400    

14

15

16

17

Вычислите.
5 –

a) 2 ∙ 4 0,4 ∙ 4 √2 6
b) 4    ∙ √2

5
12

4
5c) 25 0,7 ∙ 50,4 d) 3 0,2 ∙ 3  0,25 ∙ 3   ∙ 3

3
4

Найдите значение выражения.

12

13

–

Выразите переменную x через a, если x > 0, a > 0.

a) a = x b) a = x c) a = x

b)         √a3 6

Решите уравнения.

Пример:

a)   x = 3  b)   x = 2  
–

c) x ∙ x1,4 = 9

Представьте выражение в виде степени с рациональным показателем.

a)√x ∙ √x
35

x ∙  x ∙√x4
3√√ √ √

18

19

20

1
2

1
3

2
3

1
2

x = 4  
2
3 (x )  = 4  x = 8

2
3

3
2

3
2

1
3

3
5

Представьте в виде квадрата выражения (x > 0):

Представьте в виде куба выражения (a > 0):

c)
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В составе чая, кофе и шоколада есть кофеин. С помощью выражения
100· (0,5)     можно вычислить количество кофеина (в %), оставшегося
в организме человека после употребления через n часов. Сколько про-
центов кофеина остается в организме человека после употребления
чая через:  
1) a)     часа;  b) 1,5 часа?
2) Через сколько часов количество оставшегося в организме кофеина
будет 50%?

n
5

28

Прикладные задания

(8n 2  7∙ 8n 3)

(5∙ 16 n 1 + 16 n 2)

x    ∙ √x2

x 

a  2 a    b + b
a  b

√x    ∙ √x2

x–

Пример:

Упростите.

1
5

c) d)
43 35

a) x   ∙ √x ∙ √x

Упростите.

Представьте в виде суммы.

a) (x  3 )∙ 2 x + 6 x

(1  a )2 + 2 ∙ a0,5 =

= 12 2·1·a   + (a  )2  + 2 a0,5 = 
= 1 + a.

b) √x + √y  ( x   + y   )

c)  (c – 1) (c + c   + 1) ∙ (c   + 1)

b) (x –  y ) ∙ ( x + y   ) c) (y  1 )∙ ( y + y + 1)

a) ( c  + 2 c   )2   4c

a  b
a     b

Разложите на множители.

Сократите дробь.

a) b  + b

e) x     4 f) x    + 8 g) x     9

b) (ab)    (ac) c) c2  3

h) y  27  ( y > 0)

d) a  b , (a > 0, b > 0)

a) b   b
b     b

c)x  3 
x  9 

b) d)

Найдите значение выражения при данном значении переменной:

a  4a
a     2a

a) c  4c
c     2c

b), a = 81 , c = 64

Докажите, что значение выражения не зависит от переменной.
(9n  5∙9n 1)

(27n 1  19 ∙ 27n 2)

1
2

1
3

1
4

3
4

1
2

1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

1
4

3
4

2
9

1
2

1
2

1
6

1
2 6 3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
3

1
3

2
3

4
9

2
9

2
3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
6

1
3

2
3

1
3

1
6

1
6

1
3

a) b)

Степень с рациональным показателем и ее свойства

21

22

23

24

25

26

27

2

√
1
8

c0,4 ∙ √c
√c

b)
5

1
2

1
2

1
3

1
3

2
3

1
3

1
2













Окружность. Хорда. 

Теорема 1. Хорды, стягивающие конгруэнтные дуги
окружности, конгруэнтны.
Обратная теорема 1.  Дуги, стягиваемые конгру-
энтными хордами окружности, конгруэнтны.

Доказательство теоремы 1:  Если  QR ST, то QR ST

Изучите доказательство теоремы 1. Обозначив соответствующие
точки другими буквами, напишите доказательство теоремы заново.

По данным рисунка найдите x.

Найдите х, если окружности конгруэнтны. 

a)

a)

b)

b)

c) d)

Утверждение

1. QR  ST

2. QPR  SPT

3. QP  RP  SP  TP

4. ∆QPR  ∆SPT
5. QR  ST

2. Центральные углы, соответ-
ствующие конгруэнтным дугам
3. Радиусы окружности

4. По признаку СУС
5. Соответствующие стороны конгруэнтных
треугольников.

1. Дано

Обоснование

Q

Q
R

R

S

S
T

T

P

P

1

3

4

2

Теорема о конгруэнтных хордах

Аналогичным способом докажите обратную теорему 1. 

1) Если  QR ST, то QR ST    2) Если    QR ST, то   QR ST                

S
T R

S
Tx°

V

C
B

A

85°

85°

R 5x 9

93°

26

(3x + 5)

M N

Q
P

L

K
A

(3x + 54)°
J

5x°

N

M

P
Q2x +1 3x 7

2x
+3

4x +3

5x
1

31

Теорема 2. Диаметр, перпендикулярный хорде, делит
хорду и соответствующую дугу пополам.

Если CD  AB, то AE  EB və  AC  CB

Теорема о серединном перпендикуляре хорд

Обучающие задания   

A BE
C

D

O









1

2

Угол, вписанный в окружность.

Угол, вершина которого лежит на окружности, а стороны пересекают
окружность, называется углом вписанным в окружность. Дуга, соответ-
ствующая углу, вписанному в окружность, называется дугой, на которую
опирается этот угол.

Теорема 1. Градусная мера угла, вписанного в окружность, 
равна половине градусной меры дуги, на которую он опирается.
ABC =         

Доказательство (текстовое).  ОB и ОC  радиусы окруж-
ности и  ∆BОC  равнобедренный треугольник. Значит, 
B = C. Так как  AОC  является внешним углом ∆BОC,
то AОC = B + C. Если примем, что B = C = x, то
AОC = 2x.  Так как градусные меры центрального угла и
опирающейся на него дуги равны, то AC = AОC = 2x.
Следовательно, ABC =          . Запишите доказательство
теоремы в виде двухстолбчатой таблицы.

BAC является углом вписанным в окружность с цент-
ром O, а BC  дуга, на которую опирается этот угол.
Ниже показаны три разных угла, вписанных в окружность. 

A AA

B
B

B C CC

AC
2

AC 
2

O
 2

O

Найдите градусную меру дуги,
на которую опирается угол.

Найдите градусную меру
вписанного угла, опираю-
щегося  на заданную 
дугу окружности.

Центр окружности лежит
на стороне вписанного угла

Центр окружности лежит
внутри вписанного угла

Центр окружности лежит
вне    вписанного угла.

O

О

A C

B

OO
2. 3. 1.

x

D

A C

B

Угол, вписанный в окружность. 

20°

K L

LJ

K

m

m

J

105°
K

L

J

240°

A

C

B120°
A

CB
190°

A

C

B

35

Следствие 2. Угол, вписанный в окружность
и опи рающийся на диаметр (полуокружность),
является прямым углом.      

Обучающие задания

O
A

B

C

Следствие 1. Угол, вписанный в окружность, равен половине соответ-
ствующего центрального угла. 
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A B
8 2

O P

8

9

11

12

Из точки B проведены касательные к окружности с
центром P. Запишите, на каком основании верно каждое
из данных утверждений. 

AB  общая касательная окружностей с центром O и P, которые ка-
саются извне. Найдите длину отрезка AB.

По данным рисунка найдите периметр ∆АВС.

25

9

A

B
O

P

1) 2) 3) 

a) BA  BC b) PA  PC c) ∆PAB  ∆PCB

Касательная к окружности

A

P

B

O
9

4

B

CP

A

D F

B
A

O

P
B

EC

A

Z
G

X

Y

BY = CZ = AX = 2,5
диаметр окружности EX = 5

10(z  4)

C

F

D B
4y

3x

2zA

E

12y  4

AB  касательная к окружностям с центром O
и P. Радиусы окружностей соответственно
равны 15 см и 12 см. Найдите длину отрезка
AB, если OP = 36 см.

6(3  x)
a) b)

10

7

Из точки вне окружности проведены касательные к
окружности. По данным рисунка найдите х

По данным рисунка найдите длины сторон многоугольников и их пе-
риметр.

a) b) d)
F

G

D E

F

H

x + 8

3x 6

5x 8

x + 11
A

D

3x + 3x

c)

C

R

T

85
SQ

x

M B

CD P

A

L N

16 см

9 см8 см

6 см
Q

a)

R

U

Q

T

S

M8 см

17 см

4 смb)

V

B
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Углы, образованные секущими и касательными

Завершите доказательство теоремы в тетради.
Дано: AB и CD  секущие.

Прямая, имеющая две общие точки с окружностью, на-
зывается секущей окружности.

Теорема. Если вершина угла, образованного двумя секу-
щими, находится внутри окружности, то градусная мера
угла равна полусумме величин дуг на которые опирается
этот угол и угол вертикальный данному.

Теорема. Если вершина угла, образованного касатель-
ной и секущей, находится на окружности, то градусная
мера угла равна половине градусной меры дуги, на ко-
торую он опирается.

A

B O

A

B

D

C

A

B

D

C

1
3 2

Углы между двумя секущими

Углы между касательной и секущей

1

2

1. 1 = 2 +  3

1 =              

1. 1 является ______ углом ∆AMD 

2. 2 = 2._________

3._________

4._________

AC
2
DB
2

AB
2           2 =       ACB

2

3. 3 = 

4. 1 = 

Утверждение Обоснование

1 2
A

B
C

Вершина угла находится внутри окружности

Вершина угла находится на окружности

1 = ? 2 = ? 3 = ?

55°

120°

140°

130°
110° 3

2

65°

1

M

M

По данным рисунка, найдите требуемое.

a) b) c)

AMC  
2

AC DB +

2
AC DB +

1  2
AC DB +

AMD  AD BC +
2

Докажите: 
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3. Угол, образован-
ный двумя секущими

2. Угол, образованный
двумя касательными

1. Угол, образованный
касательной и секущей

AA

CC

DS
S

BB

D
A

S
B

Теорема 1. Градусная мера угла, образованного секущей и касательной,
двумя касательными, двумя секущими окружности (если вершина угла
находится вне окружности), равна половине разности градусных мер
дуг, находящихся между сторонами угла.

Углы, образованные касательной и секущей.
Вершина угла находится вне окружности

Углы, образованные секущими и касательными
3 По данным рисунка, найдите угол между касательной и секущей.

ABC = ?
AKC = ? CHM = ?

A C
110°

B

150° 220°C C

A
K M

H
P

a) b) c)

4 Завершите доказательство теоремы для третьего случая.  Доказа-
тельство теоремы для 1-го и 2-го случая запишите самостоятельно. 
3) Угол, образованный двумя секущими.
Дано: SC и SD секущие окружности.
Докажите: 

1. CBD = CSB +  SCB 1. CBD внешний угол ∆SBC 

2. CBD = 2._________

3._________

4._________
5._________

1
2

1
2

1
2

1
2

3. SCB = AB 
4. CSB = CBD  SCB

CD

5. CSB = CD AB 

Утверждение Обоснование
S

A

C

DB
S  

1) Угол, образо-
ванный секущей
и касательной    

2) Угол, образо-
ванный двумя
касательными

F

E

HGD H J K

XI

S = CD AB –S = 2
BC AB – S = ADB AB –

2 2

CD AB –
2
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Теорема 1. При пересечении двух хорд, произведение от-
резков одной хорды, полученных точкой пересечения,
равно произведению отрезков второй хорды. 

AM  MB = CM  MD
Теорема 2. Если из точки A провести две прямые, пере-
секающие окружность соответственно в точках B и C, D
и E, то верно равенство   AC  AB = AE  AD.

Теорема 3. Если из точки M проведены прямая, ко-
торая пересекает окружность в точках A и B и каса-
тельная к окружности в точке T, то верно равенство: 

MT2 = MA  MB

Завершите доказательство теоремы 1. 

Согласно данным рисунка за-
пишите заново и докажите тео-
рему 2.

Найдите х, исходя из данных на рисунке.

a) b) c)

Дано: EB и EC секущие.
Докажите: EB  ED = EC  EA
План доказательства: 
Воспользуйтесь подобием 
∆ABE и ∆DCE.

Дано: MT касательная, MB секу-
щая к окружности.
Докажите: MT2 = MA  MB
План доказательства: Восполь-
зуйтесь подобием ∆MTA и ∆MBT

Докажите теорему 3.

Утверждение Обоснование

2. D  B
3. ∆AMD ∆CMB

1. A  C 1.  к одинаковой дуге
2.  к одинаковой ...

4. 

5. 

3. 

4. 

5. AM  MB = СM  MD 

AM
MC

DM
MB=

1

2 3

4

Длина отрезков, секущих окружность

A
D

BC
M

A B
D

E

C

T

A
M

B

B D

C A
E

M

A

B

T

6
9

3
x

20
3

30

x

x

5
10

Отрезки секущих и касательных

A

BC

D

M
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1 2

3

4

5

6 7

Обобщающие задания

Дано: ML  касательная к
окружности с центром O,
MK  секущая.

LN : NK : KL = 3 : 4 : 5
Найдите: LMK

Дано: CP  касательная к
окружности с центром O, AP 
секущая, содержащая диаметр.

AC : CB = 7 : 2
Найдите: CPA

Найдите градусную меру углов, отмеченных цифрами.

Найдите переменную, исходя из данных на рисунке (М  центр
окружности).

Найдите переменную, исходя из данных. O  центр окружности.

AEB : BEC : CED = 2 : 3 : 4
Найдите длину дуг, на которые
опираются эти углы. E  центр
окружности. AD = 12 см

Найдите градусную меру
дуг AB и CD, по данным
рисунка.

L

M

K

O
N

A

C

B PO

x

7 12

16 16

L

K

xM
MM

20

15 P

1
82°

150°

130°

28°

12°

2

3

(3y2  18)°
(3x + 2)°

(8x + 2)°

y
(2x + 6)° A

EDC

180°

20°R T

S

O

A

x°

C

B

AD
E

A

B C

Dx°
y°

E
65° 24°

x

O O

a) b) c)
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Постройте в одной координатной плоскости графики функций  
y =   x2  и y = x + 1, отметьте их точки пересечения.

Парабола y = ax2 проходит через  точку A( 6; 9).
1) Определите коэффициент a; 
2) Проходит ли эта парабола через точки: 
a) B(3; 5);  b) C( 2; 1)?

График квадратичной функции

Графиком функции y = ax2  является парабола с вершиной в начале
координат и осью симметрии Oy. 
• При a > 0 ветви параболы направлены вверх, а при a < 0 ветви
параболы направлены вниз.
• При |a| > 1  парабола, растягиваясь от оси абсцисс в вертикальном
направлении, становится «уже» параболы y = x2 .
• При |a| < 1 парабола, сжимаясь к оси абсцисс в вертикальном на-
правлении, становится «шире» параболы y = x2.  

1
3

3
4

1
2

1
2

Используя график функции y = x2,  постройте в одной координатной
плоскости графики функций y = 3x2,  y =       x2. 

3

2

1

5

4

8

7

6

1
2

С помощью графика функции y = x2 постройте графики нижеследующих
функций. Постройте эти графики и с помощью графкалькулятора.

Какая из функций является квадратичной?

a) y = 2x2 + x 3 b) y = 2x2 5 c) y = 5x + 2 c) y = x2 + 2x

Вычислите значение функции y = x2  2x +1 при:  
a) x = 1; b) x = 2; c) x= 0    . 

При каких значениях аргумента значение функции y = x2 x 3
равно: a) 1; b) 3; c) 3 ?

a) f (x) = 3x2 b) f (x) = 4x2 c) f (x) =      x2 d) f (x) = x2

По графикам, изображенным на
рисунке, найдите интервал изме-
нения значения a . 

Обучающие задания

y = ax2

y = ax2

y = x2

x

y

y =  ax2

y =  ax2

O

y =  –x2



Парабола, соответствующая функции y = x2 + 1 получается сдвигом па-
раболы y = x2 на 1 единицу вверх вдоль оси Oy. Вершина параболы (0;1).
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График квадратичной функции

Парабола, соответствующая функции y = x2 2, получается сдвигом па-
раболы y = x2 вдоль оси Oy на 2 единицы вниз. Вершина параболы 
(0; 2).

Изобразите схематически графики заданных функций при помощи
графика функции y = x2.   
a) y = x2 2               b) y = x2 + 3         c) y = x2 + 2 
d) y = x2  3 е) y = x2 + 0,5       а) y = x2 1,5           

График функции y = ax2 + n получается сдвигом параболы y = ax2

вдоль оси Oy.
• Парабола сдвигается на n единиц вниз вдоль оси Oy, если n < 0, 
а вверх  если n > 0 . 
• Вершина параболы находится в точке (0; n). 

9

По графикам, изображенным на рисунке опреде-
лите знак n .

Задавая разные значения n в формуле y = x2 + n, напишите несколько
функций и постройте их графики с помощью графкалькулятора.

11

10

Пример 2. Функции y = x2, y = x 2 + 1, y = x2 2 представлены в виде таб-
лицы и графика. Начертите таблицу и график в тетради. Выясните, как
изменится график функции y = x2 +n в зависимости от значения n.   

Построим параболу y = x2  и сдвинем ее на 1 единицу вверх вдоль оси Oy.
Вершиной параболы будет точка (0; 1), а Oy останется осью симметрии.
Абсцисса каждой точки останется прежней, а ордината увеличится на
одну единицу. То есть, ордината точки с абсциссой x новой параболы 
будет y = x2 + 1

Сравним параболы, соответствующие функциям y = x2 и y = x2 2.

0 x

yx f (x) = x2 g(x) = x2 +1 h(x)= x2 2
–3 9 10 7
–2 4 5 2
–1 1 2 1
0 0 1 2
1 1 2 1
2 4 5 2
3 9 10 7

g (x)  x2 + 1
f (x)  x2 

h (x)  x2  2

2.  График функции  y = x2 + n

Следовательно, расположение параболы по отношению к n меняется по
вертикали вдоль оси Oy. Важно правильно отметить точку вершины па-
раболы.

y  x2   + n
y  x2

y  x2 + n

x

y

O
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График квадратичной функции

x f (x) = x2 g(x) = (x + 3)2 h(x) = (x  2)2 

– 5 25 4 49
– 4 16 1 36
– 3 9 0 25
– 2 4 1 16
– 1 1 4 9

0 0 9 4
1 1 16 1
2 4 25 0
3 9 36 1
4 16 49 4

Пример 3. Функции y = x2, y = (x + 3)2, y =  (x 2)2 представлены в виде
таблицы и графика. Начертите таблицу и график в тетради. Исследуйте,
как изменится график функции y = (x m)2 в зависимости от значения m.

x

y

3. График функции y = (x m)2

Сдвинем параболу y = x2 на 3 единицы влево. Точкой вершины пара-
болы будет ( 3; 0). Точка A (x1;y1) на сдвиженной параболе получается
сдвигом на три единицы точки В на данной параболе. Поэтому абс-
цисса точки  В будет x1 + 3, а ордината будет такой же как и ордината
точки А. Так как ордината произвольной точки  на данной параболе
равна квадрату абсциссы, то получим y1 = (x1 + 3)2. То есть, для точки
(x1; y1) на сдвиженной параболе будет y1 = (x1 + 3)2. 
Если параболу y = x2, сдвинем на 3 единицы влево, то получится па-
рабола y =(x + 3)2.

A B

График функции y = a(x  m)2 получается сдвигом параболы y = ax2

на m единиц вдоль оси абсцисс.
• Если m > 0, парабола сдвигается вдоль оси Ox вправо, если m < 0 -
влево. 
• m соответствует абсциссе точки вершины параболы. Точкой вер-
шины параболы будет (m; 0). 
• Прямая x m является осью симметрии параболы.

Если параболу y = x2 сдвинем  на 2 единицы вправо, то получится па-
рабола,  y = (x  2)2. 
Число m меняет положение параболы вдоль оси Ox (по горизонтали).

Определите знак m, по дан-
ным графиков на рисунке.

y  x2
y  a(x m)2 y  a(x m)2 

O

1413

12 Пользуясь графиком функции y = x2, постройте на одной координат-
ной плоскости графики функций y = (x + 5)2 и y = (x  5)2.
Изобразите схематично график
функции.
a) y = (x  2)2 b) y = (x + 4)2

c) y = (x + 2)2 d) y = (x  4)2

e) y = (x   1,5)2 f) y = (x +1,5)2 

201 3 

x

y

g (x) = (x + 3)2

f (x) = x2 

h (x) = (x  2)2 
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y

x1 1-2
2

-3

3

-4

4

1 2 3 4

4
3
2
1

2

3

5

4

6

7

a) y = 5(x  15)2  100 b) y = – 4x2 + 14 c) y = (x + 18)2  8
Без построения графиков данных функций определите:
1) Направление ветвей параболы
3) Уравнение оси симметрии;
a) Запишите данные функции в виде y = a(x  p)(x  q) разложением
квадратного трехчлена на множители; b) Определите точки пересече-
ния с осями Ox и Oy; c) Постройте графики функций. 

1) f(x) = x2  5x  24 2) g(x) = x2  2x + 1 3) p(x) = 4x2  20x + 24

Известно, что ордината вершины равна 9 и парабола пересекается с
осью абсцисс в точках (10; 0) и (4; 0). a) Напишите формулу функции.
b) Напишите координаты трех точек параболы, симметричных относи-
тельно оси симметрии; c) Постройте графики функций.

Постройте графики функций. Найдите расстояние между точками пе-
ресечения с осью абсцисс. Запишите уравнение оси симметрии.

Даны точки пересечения параболы с осями координат. Найдите коор-
динаты вершины параболы.
a) (3; 0), ( 1; 0), (0; 6) b) ( 2; 0), ( 3; 0), (0; 4) c) ( 3; 0), (1; 0), (0; 3)

a) f (x) = x2 4x + 3 b) f (x) = x2 + 2x 8
c) f (x) = x2 4x + 1 d) f (x) = 2x2 + 4x + 6

Определите, какой функции соответствует каждый график и начер-
тите их в тетради.

2) Вершины параболы;
4) Число точек пересечения с осью Ox;

y

x-1 1-2
2

-3

3

-4

4

f (x) =     x21
4

h (x) =     x2
1
4

t (x) = x2 + 2

g (x) = (x + 3)2 k (x) = (x  3)2

p (x) = (x + 1)2  3 u (x) = (x  2)2 + 3m (x) = x2  4

1 2 3 4

4
3
2
1 o

y

x-1-1-2
-2

-3

3

-4

-4

1 2 3 4

4
3
2
1

y

x-1 1-2
2

-3

3

-4

4

1 2 3 4

4
3
2
1

y

x-1-1-2
-2

-3

-3

-4

-4

1 2 3 4

4
3
2
1

y

x-1-1-2
-2

-3

-3

-4

-4

1 2 3 4

4
3
2
1

y

x-1-1-2
-2

-3

-3

-4

-4

1 2 3 4

4
3
2
1

Нули квадратичной функции

o o o

ooo

y

x-1 1-2
-2

-3

3

-4

4

1 2 3 4

4
3
2
1
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b
a

b2

4a2
b2

4a2
b

2a
b

2a
b

2a

c
a

c
a

b
2a

y = ax2 + bx +c = a(x2 + x +    ) =  a(x2 + 2 · x +    +     ) = 

= a ((x + )2                  ) = a (x + )2 

1

2

3

4

Напишите данные квадратичные функции в виде y = a(x  m)2 + n.

Если в уравнение y = a(x  m)2 + n вписать значения m и n, то данная
функция y = 4x2  12x + 7 примет вид: y = 4(x 1,5)2  2.

Осью симметрии параболы y = ax2 + bx + c является прямая x = m.

Точкой вершины будет (m; n). 

Вопрос открытого типа. a) Запишите две различные квадратичные
функции, вершины соответствующих парабол которые находятся  в
точке (5; 3) и изобразите их графики схематично.

Пример 1: y = 2x2 + 4x + 3   2  (x2 2x  1,5) = 2 (x2 2x + 1 1  1,5)

= 2 ((x 1)2  2,5) = 2  (x 1)2 + 5
Пример 2: y = 4x2  12x + 7     a  4, b  12,  c  7,  D  b2  4ac = 32

m =          =         = 1,5 n =         =         = 2

b) Запишите две квадратичные функции и постройте их графики, если
осью симметрии является прямая х = 3, а наибольшее значение
функции равно у = 5.
Постройте графики функций f (x) = 2(x + 1)2 + 2 и g(x) = 5(x + 1)2 + 2.
Исследуйте общие и разные особенности этих графиков.

Даны  квадратичные функции.
а) Найдите координаты точек пересечения графика с осью абсцисс
b) Найдите координаты точек пересечения графика с осью ординат
c) Найдите координаты точки вершины параболы 
d) Выразите квадратичную функцию по координатам точки вершины
1) y = x2 2x  3                  2) y =  x2  4x + 5               3) y = x2 + 6x + 5

a) y = x2 + 8x + 8 b) y = 2x2  16x + 21 c) y = x2 + 8x 13

Общий вид квадратичной функции

4ac b2

4a

b2 4ac
4a2 

b2 4ac
4a

,   n =

D
4a,   n =

m = 

b
2am = 

Любая квадратичная функция вида y = ax2 + bx +c может быть пред-
ставлена в виде y = a(x  m)2 + n выделением полного квадрата. 

Здесь, D = b2  4ac

Обучающие задания

b
2a

D
4a

32
4 ·4

12
2 ·4

, получим y = a(x  m)2 + nОбозначив
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5

6

7

8

9

10 Найдите координаты точек вершин парабол, соответствующих ниже-
следующим функциям.
a) y = x2 + 4x + 3 b) y = 2x2 + 16x + 7 2 c) y = 5x2 + 50x + 7 
d) y = 7x2  14x + 21 e) y = 3x2  18x + 12 f) y = 6x2 + 24x + 24

Запишите квадратичную функцию в виде y = a(x  m)2 + n, затем в
общем виде, если наибольшее значение функции равно 20 и точками
пересечения соответствующей параболы с осью абсцисс являются
точки ( 15; 0) и (25; 0). 

Вопрос открытого типа. Запишите такую квадратичную функцию,
чтобы множеством значений было множество всех тех действитель-
ных чисел, которые не меньше данного числа.

Найдите НбЗ или НмЗ функции.

Для функции y = 2x2 + 4x + 6 определите: 
• направление ветвей параболы 
• точки пересечения с осями координат
• уравнение оси симметрии
• точку вершины
• НбЗ или НмЗ (если имеется) 
• область определения и множество значений
Выделите полный квадрат и выполните условия 5-го задания.

a) f (x) = 3 (x  5)2 + 8

a) g (x) = x2  8x + 12 d) h (x) = x2 + 4x  5 g) n (x) =2x2 + 12x + 13

b) f (x) = 4x2 + 16x + 19 e) p (x) =  3x2 + 6x  5

c) k (x) = x2 + 7x + 10 f) m (x) = x2  x  6

h) F (x) = 5x2 + 10x + 5

j) Q (x) = 3x2 + 12x

d) g (x) = 3x2 +

b) g (x) = 2 (x  1)2 + 4
1
2

f) f (x) =  5 x2 + 1
2

e) g (x) = (x  4)2 1
2

c) t (x)  3 (x + 7)2 

Обучающие задания 

Общий вид квадратичной функции

точка вер-
шины

минимальное
значение

максимальное
значение

ось симметрии

точки пересече-
ния с осью х точки  пересечения

с осью х

точка пе-
ресечения
с осью у точка пересече-

ния с осью y 

ось симметрии

точка вершины

Область определения: (; +). 
Множество значений: [n;+)

Область определения: (; +). 
Множество значений: (; n

n

x 

x 

y
y

0 0

Исследование функции y = ax2 + bx + c

n
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11

12

13

14

15

16

По графикам квадратичных функций определите: 

В заданной функции y = x2 + bx 1, b является действительным числом.
Постройте график функции при значении b = 1 и при еще нескольких
значениях b > 1. Исследуйте, как меняется график функции при изме-
нении значения b. Как изменятся точки пересечения параболы с осями
координат? Что вы можете сказать об изменении координат точек вер-
шины параболы? Повторите задание для функции y = x2  bx 1. 
Какое из нижеследующих утверждений верно, а какое неверно?

Мяч брошен вверх с начальной скоростью v0 (м/сек). Высоту h (м),
на которую поднимется мяч через t секунд, можно определить фор-
мулой                            .   Обоснуйте то, что мяч достигнет макси-
мальной высоты в t =       секунду. 
Покажите, что мяч может достичь максимальной высоты        .

1) Если график функции y = x2 сдвинем на 2 единицы вправо и 1 еди-
ницу вниз, то получим график функции y = x2 4x + 3. 
2) График функции  y = x2 x + 3 пересекает ось Оу ниже оси абс-
цисс.
3) Максимум функции y = 14 x2  2x  равен 15.
При каких значениях b и c парабола  y = x2 + bx + c:
а) пересекает ось абсцисс в точках ( 1; 0) и (3; 0)
b) пересекает ось абсцисс в точке  (1; 0),  а ось ординат в точке (0; 3)
c) касается оси абсцисс в точке (2; 0)?

Координаты точки вершины (m,n) параболы, являющейся графиком
функции y = ax2 + bx + c можно найти следующим образом: m =      ,
n = am2 + bm +c.

h =  gt2 + v0t1
2

• Максимальное и минимальное значение
• Точки пересечения с осями х и у

• Уравнение оси симметрии
• Точку вершины параболы

v0

g v2

2g

x

8

4

2 4 64 2
0

f (x)f (x)

x

4

2

2 4 62
2

0

f (x)

x-1 1
2

-2

2

2

4

0

a)  f (x) =  x2 + 2x + 8   b)  f (x) = x2  2x c)  f (x) = x2  4x + 5

0

Общий вид квадратичной функции

b
2a

Можно ли определить функцию по координатам точки вершины?
Если нет, то какие еще данные нужны, чтобы записать требуемую
функцию? Ответы представьте в письменном виде на примерах.

• Области определения и области значений функции
• Промежутки возрастания и убывания
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1. Допустим, что длина хлева с периметром 200 м равна х. Запишем
выражение, определяющее зависимость между шириной и длиной
хлева.

Пример 1. Каковы должны быть измерения  хлева  прямоугольной
формы с периметром  200 м, чтобы площадь его была наибольшей?
Решение:

b = (200 2x) : 2 = 100 x
2. Напишем функцию, определяющую зависимость площади хлева от
его длины.

4. Запишем координаты точки вершины и исследуем задачу.

Вершины находится в точке (50; 2500). Так как a < 0, эта точка яв-
ляется максимумом функции S(x). То есть, функция получает макси-
мальное значение при  x = 50, и это значение равно 2500. Отсюда
видно, что площадь прямоугольного хлева  с периметром 200 м будет
равна 2500 м2, если его длина будет равна 50 м, ширина также равна
50 м (т.е. он должен иметь форму квадрата).

Пример 2. Группа студентов открыла компанию по производству
компьютерных деталей. Прибыль, полученную от производства,
можно выразить функцией P(x) =  2x2 + 100x 800. Здесь x пока-
зывает число деталей, произведенных за неделю.
a) Найдите координаты точек пересечения графика данной функции
с осью Ох. Какую реальную информацию отражают эти координаты?
b) Найдите координаты точек пересечения графика данной функции
с осью Оу. Какую реальную информацию отражают эти координаты?
c) Для функции, выражающей прибыль, найдите координаты точки
вершины графика. Какую реальную информацию отражают эти коор-
динаты?
d) Представьте в виде графика функцию, выражающую прибыль.

3. Выделим полный квадрат функции  S(x) = x2 + 100x:

S (x) = x (100 x)  или S (x) =  x2 + 100x 

S(x) = x2 + 100x  2500 + 2500 = (x 50)2 + 2500

Решение задач с применением квадратичной функции

Решение:
a) В точках пересечения графика с осью Ох значение функции 
P(x) = 0. 

2x2 + 100x 800 = 0
2(x2 50x + 400) = 0
2(x 10) (x 40) = 0       

x 10 или x 40
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Пример. Радиосигналы с передающей станции могут передаваться
на расстояние 90 км. Дом Ляман находится на расстоянии 45 км к вос-
току и 56 км к северу.
а) Определите область распространения сигналов передатчика с по-
мощью неравенства; b) Может ли Ляман пользоваться этим передат-
чиком? Определите внутреннюю и внешнюю область окружности 
x 2 + y2 = r2 с помощью следующих неравенств. 
Внутренняя область: x 2 + y2 < r2 .Внешняя область: x 2 + y2 > r2. Область
распространения сигналов: x 2 + y2 < r2. Так как 45 2 + 562 < 902, т.е.
5161 < 8100, то Ляман может пользоваться этим передатчиком.

Исследуйте задачу, решенную в качестве примера и решите задачи.

Какие из точек  A(2; 3), B(3; 4), C(4; 4), D(4; 3), E( 3; 4)  принадлежат
окружности с уравнением x 2 + y2 = 25?

14

13

12

Так как радиус и касательная, проходящие через точку (2;3), взаимно
перпендикулярны, то угловой коэффициент касательной будет  . 
Уравнение касательной:  y 3 = (x 2);       y = x +  

Исследуйте пример. Напишите уравнение касательной, проведенной
к данной окружности из заданной точки.
Пример: Напишите уравнение касательной, про-
веденной к окружности, заданной уравнением
x 2 + y2 = 13 в точке (2; 3).
Угловой коэффициент прямой, проходящей через
точку d касания и содержащей радиус, равен: 

= = 3 0
2  0

3
2

2
32

3
2
3

13
3

y2 y1

x2 x1
k =

b) Начертите рисунки  в тет-
ради. Напишите уравнение ок -
руж ности, проходящей через
три отмеченные точки, и по-
стройте окружность.

a) x2 + y2 = 13; (2; 3) b) x2 + y2 = 41; ( 4; 5)    
c) x 2 + y2 = 65; ( 8, 1)                          d) x 2 + y2 = 40; ( 2, 6)

y y

B(4, 2)

C(2, 0)
o

A(0, 2)

x x
B(0, 0)

C( 3, 3)

A( 6, 0) o

y

x

2
3

y = –     x +

x2+у2 = 13

(2, 3)

1
1

— 13
3

—

Уравнение окружности

a) Землетрясение почувствовалось на расстоянии 110 км от эпи-
центра. Почувствуете ли вы землетрясение, если ваше место прожи-
вания находится на расстоянии 50 км к востоку и 30 км к северу от
эпицентра?
b) Свет морского маяка распространяется на 20 км. Виден ли свет
маяка с корабля, находящегося в 10 км к востоку и в 16 км к северу
от маяка?
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1 Решите уравнения, воспользовавшись формулами сокращенного
умножения:

Пример: x3 x2 4x + 4 = 0. Разложим левую часть на множители,
сгруппировав члены как показано ниже:
(x3 x2) (4x 4) = 0;   x2(x 1) 4(x 1) = 0;    (x2 4)(x 1) = 0
(x 2)(x + 2)(x 1) = 0;
Для того, чтобы произведение было равным нулю, необходимо,
чтобы хотя-бы один из множителей был равным нулю. Поэтому
x 2 = 0 или x + 2 = 0 или x 1 = 0. Отсюда x1 = 2;  x2 = 2;  x3 = 1.

Решение уравнений высших степеней

Обучающие задания

Уравнением n-ой степени с одним переменным называется уравнение
anxn + an  1 xn 1 + ... + a1x + a0 = 0, левой частью которого является

многочлен n-й степени от х, а правой - нуль.

Формулы для нахождения корней уравнений третьей и четвертых
степеней известны, однако эти формулы очень сложные. Уравнения
высших степеней удобно решать, применяя определенные способы.
Один из таких способов разложение на множители

Примеры: x3 x2 + 3x 2 = 0       уравнение третьей степени
3x4 2x3 3x2 + x  4 = 0 уравнение четвертой степени

2 Решите уравнения вынесением общего множителя за скобки.

3 Решите уравнения, сгруппировав члены и разложив на множители:

Способ разложения на множители

1) x3 + x2 20x
2) x + 1 = 9x3 + 9x2

3)  4y3  2  y  8y2

4) 2x  3  8x3  12x2                                                                 

5) x3 + 2x2 9x = 18
6) 9y3 + 8 = 4y + 18y2

7) 3x3 + 2x2  = 12x + 8
8) 4x3  12x2 = 9x  27

a) x3 27 = 0;                        b) 16x3 = 2                      c) x3 64 = 0;
d) 5x3 + 40 = 0                     e) x4 1= 0; f) 16x4 = 81;                   

a) 16x5 = x                           b) 2x4  = 16x                          c) 2x3    7x = x  
d) 5x3 320 = 0       e) x3 16x = 0 f) x4 + 125x = 0 
g) 5x3  20x2 = 0                  h) 5x4  20x2 = 0 i) x3 + x2 = 2x2

9) x3 + 2x2 4x = 8
10) 2x3 3x2  18x 27
11) 3x3 + 7x2 12x = 28
12) 4x3 + 16x2 + x + 4 = 0
13) 2x3 3x2 10x + 15 = 0
14) x4 2x2 8 = 0
15) 9x4 12x2 + 4 = 0
16) 4x4 12x2 + 9 = 0                       
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Решение уравнений высших степеней

4

5

7

8

6

Найдите нули функций.

Решите уравнения методом разложения на множители:

Бизнес. Математическую модель прибыли собственника, зани -
мающегося малым бизнесом, можно записать следующим образом:
R = 5t3 + 250t2 + 2000t. Здесь t показывает количество годов начиная
с 2000-го года. Через сколько лет прибыль собственника будет равна
50 000 манат?

a) k = 0?
b) k = 1?
c) k = 4?

Сколько действительных корней имеет уравнение x3  x2  kx + k = 0, 
если:

a) ƒ(x) = x3 5x2 + 16x 80                   b) ƒ(x) = x3 x2 9x + 9
c) ƒ(x) = x4 + x3 11x2 9x + 18           d) ƒ(x) = x4 + x3 19x2 + 11x + 30

Найдите а и решите уравнение x3 + ax2 5x + 6 = 0, если один из
корней равен 3. 

Например: x4  4x2  5 = 0 данное уравнение
(x2)2  4x2  5 = 0 свойство степени
u2  4u  5 = 0 замена x2 = u   
(u  5)(u + 1) = 0 разложение на множители
u  5 = 0 или u + 1 = 0 равенство произведения нулю
u = 5 или u = 1 правило нахождения неизвестной
x2 = 5, или x2 = 1 замена u = x2 

x =  ± 5 нахождение квадратного корня

Ряд уравнений можно привести к квадратным, вводя новую
переменную. Например, уравнение ax2n + bxn + c = 0 заменой xn  u
можно привести к уравнению au 2+ bu + c  0. В частном случае, при 
n  2 получается уравнение ax4  + bx2 + c  0 (a  0), которое
называется бик вадратным уравнением и для его решения пользуются
заменой x2  u .

√
Ø→

Уравнения, приводимые к квадратным

3x5 48x = 0 x3 + x2 2x = 0 2x3 x2 8x + 4 = 0
x4 + 4x2 = 32 8x3 + 4x2 18x 9 = 0 x3 + 5x2 = 4x + 20 
x4 3x2 = 4 x4 + 4x3 + 4x2 = 16x x4 13x2 + 36 = 0

a)
b)
c)

d)
e)
f)

g)
h
i)
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Решите уравнения.
a) (2x2 3)2  4 (2x2 3) = 5                 b) (x2  2x)2  2(x2  2x) = 3
c) (x2 + 3x + 1) ∙ ( x2 + 3x 3)  5        d) (2x2 + x  5) (2x2 + x  6)  20
e) (x2 3) (x2 + 3) + x2 3 = 0               f) (x2 + 1)2 + x2 (x2  1)  4 = 0                                   

10

9

11

12

13

Если число       является средним арифметическим чисел       и       , то
число x называется средним гармоническим чисел а и b. 
а) Выразите это в виде рационального равенства и найдите x. 
b) Среднее гармоническое двух положительных чисел равно 6, а раз-
ность этих чисел равна 8. Найдите эти числа.

Представьте, что вы выполняете оценочные задания, еженедельный
максимальный балл которых равен 60. По результатам 6 недель ваш
средний бал равен 48. a)  Каким должен быть средний был за следую-
щие 2 недели, чтобы ваш средний бал за восемь недель был равен 50.
b) Если в первые 6 недель средний бал равен 50, то при каких воз-
можных условиях средний бал за 10 недель составит 85 % максималь-
ного бала.

1
x

1
a

1
b

Найдите коэффициент k из тождества.
2x 5
2x + 3

1
x2

1
2 

1
x 

2x2 + kx 10
2x2 + 7x + 6

x 1
x + 2

x2 + kx 3
x2 + 5x + 6

a) x4 8x2  9 = 0
b) 4x4 5x2 + 1 = 0
c) 16y4 8y2 + 1 = 0

g) 8x 6 7x3 + 1 = 0
h) x6 + 9x3 + 8 = 0

x + 2
x  1

x + 2
x  1( ) 2 = 0

2

b)a)

d) x8  17x4 + 16 = 0
e) 27x6 26x3 + 1= 0
f) x6  9x3 + 8= 0 i)

( () )h)  x2 +       +     x +         3  0

Решите уравнения введением новой переменной.
Обучающие задания

6
x

6
x ( () )g)  x +        12  x +        + 35  0

14

15

Выразите требуемую переменную:

, r = ?P =

1
r

1
q

1
s

A
1 + rt

, m = ?

, q = ? ,  v0 = ?+

a) b)

d)c)

V =

S = v0t +

mv
m + M

1
2 gt2

При нажатии на педаль тормоза пройденный автомобилем путь
(тормозной путь) определяется зависимостью d ≈          
a) Известно, что после нажатия тормоза ускорение а автомобиля
равно 10 м/сек2. Выведите формулу для скорости автомобиля.
b) Найдите тормозной путь автомобиля,  движущийся со скоростью
90 км/ч, если ускорение равномерно-замедленного движения равно
10 м/сек2.

v2

2a

Решение уравнений высших степеней

2
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Рациональные уравнения и решение задач

1 Решите рациональные уравнения. Напишите ДЗП.
3

x  2

12
x + 5

– = – =
25
y

2
x + 5

2
y

1
4 a  4a 1 = 0 1

2
t  18t 1 = 0

12
x

25
y  2

5
x2  7x + 12

9
x2 + 7x + 10

i)   8t 1+ 2 = 3t 1

5
x + 2

2
x  3

5
x + 2

3
x + 5

5
x  4

6x
4  x2+ = 0

    +

x + 1
2

x  1
x  2

4
x  2

+a)

c)

e)

g)

f)

h)

b)

d)

2 Решите уравнения используя свойство пропорции.
3
x

5
x + 2

8(x 1)
x2 4

4
x 2

x 2
x + 2

3
x 

2
x 1

x 8 
x + 1

x2 3
x + 2

x 3
2

x
x2  8

2
x 

2
x + 2

2(x 2)
x2 10x + 16

1
x 3

x 4
x2  27

3x
x + 1

12
1 x

a) b) c)

f)d) e)

g) h) i)

4

5 Работая вместе Рагим и Джамиль скосят всю траву с поля за 2 часа.
Джамиль, работая один, может выполнить эту работу на 3 часа бы-
стрее, чем Рагим. За сколько часов смог бы скосить всё поле каждый
из них?

3
3x + 6
x2 4

x + 1
x 2

x  4
x

6
x2  3x

2x 
4  x

x2

x  4

a)
x  4

x2 3x 54
2

x2 12x + 27d) =

x  2
x 1

3
x2 + 3x 4

f) +1 =

2A
bh = b = ?

x
3r 

y
4r 

a + b
a b x =

r = ?

a = ?

1
a

2
b

1
a

1
b

1
c

+

 3 a = ?

c = ?+ = 1

a
b

c
d1 + = d = ?

3
2x + 1

5
x + 3

x + 3
2x2 + 7x + 3e)b)

c)

Решите уравнения.

Выразите искомую переменную через другие.

a)

c)

e) f)

d)

b)







92

1

2

3

4

Представьте решения (если есть) уравнений на числовой оси.

Решите уравнения графическим способом.

По решениям, данным на числовой оси, напишите уравнения вида
|ax + b| = c. 

|1 2x |+ 6 = 9 | 2x | = 8 | x | = 1
4 | 2x | = 3  5 |     x| = 4 |x 2| = 
|x2 9| = 0 |x2 2x| = 3 |x2 + x| = 12
|x 1| = 2x  1 |2x 3| = x 1               |x + 1| = 3x  1 

Решите уравнения. 

a) |x 4| = 10 b) |x + 3| = 2 c) |x 1| = 0       d) |x + 9| = 3

a) |x| = 4 b) |x| 3 = 10 c) |x| + 5 = 5 d) |x| = 4

Обучающие задания

1
2

1
2

10 5           0            5           10

10 5           0            5           10

10 5           0            5           10

a) b) c)
d) e) f)
g)
j) k) l)

h) i)

Уравнения, содержащие переменную под знаком модуля

x

x

x

I случай. Если x ≥ 2 то, |2x 4| = 2x   4 и данное уравнение преобра-
зуется к виду: 2x   4  1  3x. Это записывается так:

II случай. Если x < 2, то |2x 4| =   (2x  4) и данное уравнение при-
мет вид:  (2x  4)  1  3x.  В этом случае получаем систему:

x < 2
 (2x  4)  1  3x

|2x 4|  1  3x
По определению абсо-
лютной величины числа: |2x 4| = 2x 4, если x ≥ 2

(2x 4), если x < 2

{ x ≥ 2
2x 4 = 1  3x

Из уравнения 2x 4 = 1  3x находим 5x 5, x = 1. А это значение не
удовлетворяет условию x ≥ 2. То есть в этом случае уравнение не имеет
корней.

Из уравнения (2x 4) = 1  3x находим x 3, а это значение удов-
летворяет условию x < 2. Таким образом, данное уравнение имеет
один корень. Ответ: { 3}

Пример 4.

a)

b)

c)
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Напишите и изобразите на числовой оси уравнение с модулем, соот-
ветствующее каждому из заданных условий:

Наименьшее из 2-х действительных чисел (минимум) n и m удовле-
творяет следующему условию:

Проверьте равенство для нескольких значений m и n. 

Решите уравнения. 

Докажите, что если |x  a|  |x  b| (здесь a < b),                                               

то (то есть x средняя точка отрезка [a; b] ).              

Масса Гасана 48 кг. Врач говорит что, эта масса отличается от иде-
альной массы на 5 %. Напишите идеальную массу, которую имел в
виду врач с помощью уравнения, содержащего переменную под зна-
ком модуля .

a) Число k находится на расстоянии 4 единиц от 2.
b) Число m находится на расстоянии 5 единиц от 3 .
c) Число 2x находится на расстоянии 3 единиц от 5.
d) Число 3t находится на расстоянии 4 единиц от 2.

min (m, n) = m + n |m n|
2

x =
a + b

2

10

11

12

13

14

15

1
2

1
2

7
4

1
4

a) 11 + |x|  3                   b) |x|  22  3            c)  7  3|x + 4|  8

d)  |4x  3|  |5x + 3|        e) |x  8|  |8  x|             f)  |x  6|   3  4x

 x    4 1
6

1
3

5
6

x            x  i)  h)  

Сабухи и Камран по заданным вопросам в интернете проверили свои
IQ (интеллектуальные способности). Сабухи говорит, что его IQ от-
личается от IQ Камрана на 15 баллов. IQ Камрана было оценено на
110 баллов. Представьте баллы, показывающие уровень способности
Сабухи в виде уравнения, содержащего переменную под знаком мо-
дуля.

9
Уравнения, содержащие переменную под знаком модуля

a) Постройте графики функций f (x) = |3x  2| и g(x) = | 3x + 2| 
Выразите свое мнение по поводу этих графиков.
b) Напишите функцию вида g(x) = |ax + b|, график которой совпадет
с графиком функции f (x) = |2x + 1|.  

g)  4           x  5  3
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1) Выразим y через х из уравнения 3x + y = 5: y = 5 + 3x 
2) Подставим в уравнение y = x2 + 6x 9 выражение y = 5 + 3x и
получим:

x2 + 3x 4 = 0;  (x 1)(x  + 4) = 0;  x1 = 1, x2 = 4 

Пример 1.

3) Подставим значения x1 = 1, x2 = 4  в выражение y =  5 + 3x и
найдем.  y1 = 5 + 3  1 = 2, y2 = 5 + 3  ( 4) = 17.  
4) Ответ: (1; 2), ( 4; 17).

Способ подстановки.

Система уравнений

y = x2 + 6x 9
3x + y = 5

5 + 3x = x2 + 6x 9;

7

8

9

Решите систему уравнений способом сложения (вычитания). 

Решите систему уравнений алгебраическим способом. Определите
количество общих точек окружности и прямой. Проверьте
графкалькулятором.

y = 2x + 3
y = x2

x = y + 3
y · x = 2

y = x + 3
y = x2 + 1

y = x 11 
y = x2 4x 5

Решите системы уравнений способом подстановки. 

y  x2 = 0
2x  y + 3 = 0

2x + y 11 = 0
2x + 5y  y2  6 = 0

x2 + 4y = 10
x 2y 5

x + y = 4
y + xy = 6

y x = 4
xy = 3

y + x = 3
x2 + xy = 12

y = 6  x
x2  y2 = 12

x  y = 3
y2 x = 3

Обучающие задания 

Способ почленнего сложения (или вычитания) 

1) Вычтем из первого уравнения второе,

Выполним последовательно решение
системы.Пример 2.

2) Решим полученное уравнение:
x2 4x  12 = 0: (x 6)(x  + 2) = 0; x1 = 6, x2 = 2 
3) Подставим значения x1 = 6, x2 = 2 в одно из уравнений системы и
получим: y1 =  4  6 + 7 = 17; y2 =  4  ( 2) + 7 = 15  
4) Ответ: (6; 17), ( 2; 15)

y = x2 8x 5
y = 4x + 7 y = x2 8x 5

y = 4x + 7
0 = x2 4x  12

1) Из уравнения первой степени выражается одна переменная через
другую. 
2) Полученное выражение подставляется в другое уравнение системы
и получается уравнение с одним неизвестным.
3) Решив это уравнение, находится значение неизвестного.
4) По найденному значению одного неизвестного находится другое
неизвестное.

Решение системы уравнений, в которой одно уравнение
первой, а другое второй степени, алгебраическим путем.

a)

a)

c)

c)

e)

e)

f)

f)

d)

d)

b)

b)

a) x2 + y2 = 8
x + y = 4 b) x2 + y2 = 1

x + y = 1 c) x2 + y2 = 20
y = x  4 d) x2 + y2 = 5

y = 3x + 5
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При каком значении параметра b система, составленная из уравнений
y = x2 + 1 и y  2x = b, не имеет решения?  

Найдите точку пересечения.
Гиперболы     с прямой y = x 2;

11

12

13

14

15

Прямая с угловым коэффициентом k = 2 имеет с параболой
y = 2x2 + 6x + 5 общую точку. Определите ординату точки пересечения
прямой с осью Oy.  
Решение: Так как k = 2, то уравнением прямой будет y = 2x + b.

Так как, по условию система имеет одно решение, то дискриминант
уравнения равен 0.
D = 0; 16 4  2  (5  b) = 0;   16  40 + 8b = 0;   8b = 24;   b = 3  

Уравнение прямой будет: y = 2x + 3. Значение b определяет точку
пересечения прямой с осью Oy. Другими словами, при x = 0  прямая
пересекает ось Oy. Если x = 0, то y = 3.  Ответ: 3

y = 2x + b 
y = 2x2 + 6x + 5 

2x + b  = 2x2 + 6x + 5 

2x2 + 4x + (5 b) = 0
a b c



a) Прямая y = 4x + b и парабола y = 3x2 2x + 4 не имеют общих
точек. Какие значения может принять b? 
b) Прямая y = 3x + b и парабола y = 2x2 5x + 3  имеют одну общую
точку. Найдите значение b . 
Уравнение прямой имеет вид y = kx 5. При каком значении k эта
прямая будет касательной к графику квадратичной функции
y = 3x2 + 4x 2?

Система уравнений

f)

a) b)

e)

c)

d)
y = x2 + 5
y = x + 2 

y = 2x2  2x + 1
y = 3x 5

y = x2 5 
y = 4x

y = x2 5x 3 
y = 3x

y = x2 + 3x 5
y = x 1

Из системы уравнений: 

8
x

a)

Окружности x2 + y2 = 5 с прямой 3y + x = 5.b)

y =

y = x2 + 3x + 3
y = 2

Пример. y = x2 + 3x + 3
y = 2

Применив способ почленного  вычитания, получим квадратное
уравнение x2 + 3x + 5 = 0.  Определим знак дискриминанта:
D = b2 4ac = 9  16 = 7 < 0 Так как дискриминант отрицательный,
то данная система не имеет решений.

10 При помощи дискриминанта определите число решений системы.
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Если упростить правую часть первого уравнения
сис темы, то можно заметить, что оба уравнения оди -
на ковы. Графики уравнения совпа дают и система

имеет бесконечно много решений. Напишите системы уравнений,
которые будут иметь бесконечно много решений. 

26

27

28

y = (x + 3)2 1
y = x2 + 6x + 8

Зная, что точки ( 1; 2) и (2; 5) являются решением системы
уравнений, выполните задания. 
a) Напишите такую систему уравнений, чтобы одно уравнение было
линейным, а другое - второй степени и, чтобы только данная пара
была бы решением системы.
b) Напишите систему уравнений, в которой оба уравнения второй
степени и, чтобы только данная пара была бы решением системы.
c) Напишите такую систему уравнений, в которой оба уравнения
второй степени и, чтобы вместе с данными парами система имела бы
бесконечно много решений.
Решите систему уравнений алгебраическом способом.

x2 =  xy + 3
xy = 2{a) x2 y = 3

x2  y2 = 3{c)x(y + 1) = 0
x + 5xy + y = 4{b)

Изобразив схематически графики уравнений, входящих в системы,
определите какая система имеет два решения, одно решение, не имеет
решений или же имеет бесконечно много решений. 

y = x2

y = x + 2

29

y = 2x2 + 3
y = 2x 5

y = (x  3)2 3
y =     (x  3)2 4

y = 2(x + 2)2 3
y = 2(x + 2)2 3

y = (x + 4)2  1
y = x2 + 8x + 15

1
3

y = 2(x 3)2 + 1
y = 2(x 3)2  1

{a) {b)

{d) {e) {f)

{c)

24

25

Решите систему уравнений графическим способом. 

Составьте систему уравнений, соответствующую графикам. 

y = x2  2x + 2
y = 2x2  4x + 3

y = 2(x  3)2 + 4 
y = 2(x  3)2 + 4 

y = (x + 2)2  4 
y = (x 4)2  4 

{
{ {

4

-6 -4 -2 2 4

2

6
8

10

-8

-6

4

-2
-6 -4 -2 2 4

-6

-4

-2

4

2

6

8
10

-6 -4 -2 2 4

4

2

6
8

10

-8

-6

-4

-2

Система уравнений

x
x x

y

о о о

y y

y = x2 + 1
y = 9  x2

x2 + y2 = 1
y = x2  7

xy = 3
y  x2 = 2

a) b) c)

d) f)e)
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5

4

Гюляндам имеет два банковских счета: с простой процентной ставкой
4,5 %  и 6 % соответственно. Сумма на 6 %-ом счету в три раза больше
чем на 4,5%-ом. Если через год сумма денег на обеих счетах составит 
4225 манат, то сколько денег на каждом счету?

Исследуйте таблицу и нарисуйте ее в тетради. Решите задачу при
помощи системы уравнений. 
Банк предлагает две различные услуги. Если сумму поместить без
страховки, то прибыль составит 5,5 %, а если застраховать, то при-
быль составит 3,5 % простого процентного роста.
Сардар поместил деньги на два счета. На незастрахованный счет он
поместил на 700 манат больше, чем на застрахованный. Сколько
денег поместил Сардар на каждый счет, если к концу года прибыль с
обоих счетов составила 250 манат?  

Первоначальная сумма
Годовой рост

4,5% 6%

Всего

x
0,045x 0,06y

4225

y

Чистящее средство А содержит 25 % кислоты, а чистящее средство
B содержит 50 % кислоты. Сколько литров каждого средства нужно
взять, чтобы получить 10 л чистящего средства с 35 % содержанием
кислоты.
Указание. Обозначим количество 25% -го чистящего средства через
x, а 50% -го через у, запишем данные в таблицу.  

Решив систему уравнений 

Количество средства
Количество кислоты

25% 50%
x

0,25x 0,5y

x + y =10

0,25x + 0,5 y 

y

35%

Решение задач с помощью систем уравнений

2

1 На премьеру спектакля было продано 560 билетов. Цена одного би-
лета 6 манат. Студентам продают билеты со скидкой в 30 %-тов.
Сколько билетов было куплено студентами, если от их продажи по-
ступило 2586 манат?  
Джалиль и Самед купили для одноклассников в буфете бутерброд и
лимонад. Джалиль за 5 бутербродов и 2 бутылки лимонада заплатил
7,1 манат, а Самед за 4 бутерброда и 7 бутылок лимонадов - 10 манат. 
Сколько стоит 1 лимонад и 1 бутерброд?

3

= 0,35

x + y =10
0,25x + 0,5 y 

x + y 
можно получить 

то, что требуется в задаче. 
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Решив системы уравнений определите количество точек пересечения
графиков.  

Имеются 20 %-ый и 10%-ый растворы солей. Сколько граммов 10 %-
го раствора нужно добавить в 100 г 20%-го раствора, чтобы получить
12,5%-ый раствор?
Решите уравнения. 

Обобщающие задания

1

2

3

x2  y = 5
3x + y = 71) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8) 9)

18)

10) 11) 12)

13) 15)

16) 17)

x2 + y2  18
x  y  0

3x2 + y2 = 9
2x + y = 0

9x2 + 4y2 = 36
x + y =  4

x2 + y2 = 5
y = 2x

x + 2y2 = 6
x + 8y = 0

5x2 + 3y2 = 17
x + y = 1

4x2  5y2 = 16
3x + y = 6

2x2 + 2y2 = 15
x + 2y = 6

x2 + y2 = 1
x + y = 1

x2 + y2 = 20
y = x  4

x2 + y2 = 5
y = 3x + 5

x2 = 6y
y = x

x2 + y2  9
x  3y  314)

x2 + y2 = 7
y = x  7

(x  4)(y  5) = 0
x2 + y2 = 25

(x + y)(x  y) = 0
2x + 3y = 1

x2  x + 1 = y
y2  y + 1 = x

a) x5  x3 = 0 b) x4 = 16x2

c) x3  x2 = 4(x  1)2 d) 2x3 + 2x2 = (x + 1)2

h) (x2 + 2x)(x2 + 2x + 2) = 3

e) (x 2)(x + 2)(x2 + 4) = 25x2  16 f) (x 1)(x + 1)(x2 + 1) = 6x2  1 

g) (x2 + 6x)2  24 = x2 + 6x
4

5

Из двух пунктов, расстояние между которыми 18 км, одновременно
навстречу друг-другу вышли две группы туристов и встретились
через 2 часа. Найдите скорость каждой группы, если время, потра-
ченное на расстояние между пунктами первой группой, на 54 минуты
больше чем второй.

Доход фирмы можно определить с помощью формулы:
P = 200n n2. Здесь n количество работников. 
a) При каком количестве работников прибыль фирмы будет
наибольшей?
b) Найдите область определения и множество значений данной
функции. 
c) Выразите переменную n через P. Какое ограничение должно быть
отмечено для выражения, стоящего под знаком квадратного корня в
равенстве?
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Решите систему уравнений способом почленного сложения.

Представьте, что скорость движущегося автомобиля 90 км/ч.
Автомобиль обогнал полицейскую машину, стоящую на обочине
дороги. Для того, чтобы остановить нарушителя, полицейский,
двигаясь равноускоренно, увеличивает скорость. Зависимость
пройденного пути (м) от времени (мин) можно выразить формулой 
d = 375t2. За какое время полицейский сможет догнать нарушителя?

Периметр треугольника равен 24 см. По данным
рисунка найдите длины сторон треугольника.

Решите уравнения. 

6

Решите систему уравнений способом почленного деления.7

8

9

x2 + y2 =  12
xy = 6{a)

xy2  x = 9 
xy3  xy  18{c)xy  x = 2

xy3  xy2 = 8 {a) x + y = 3
x3 + x2y = 12 {b)

x2 + y2 =  18
xy = 9{b) x2 + xy = 8

y2 + xy = 8{c)

y

x

x + 2

10

11

12
13

14

Из вершины прямого угла, вдоль его катетов начали одновременно
двигаться два тела. Через три секунды расстояние между ними стало
15 метров. Зная, что расстояние, пройденное первым телом за 3 се-
кунды, равно расстоянию, пройденному вторым телом за 4 секунды,
найдите скорости этих тел. 
Докажите, что парабола y = x2 + 4 и прямая y x+ 3 = 0 не пересекаются.

При каких значениях параметра а система уравнений имеет един-
ственное решение?

Обобщающие задания

+ = 121
(x 1)2

1
x 1

+ = 2 1
2

x 2 + 1
x

x
x 2 + 1

x + 4
x  6

3
x + 2

x + 25
x2 4x 12

x + 6
x + 7

5
x  7

3x 7
x2 49

a)
y + 2x = a
y  x2 = 1 b)

x + y = a
yx = 9 

b) x3 + 3x2 16x  48  0

a) x3 + 5x2 +15x + 27  0

e)

f)c)

d)

Участок прямоугольной формы имеет длину равную 60 м и ширину
8 м. На сколько метров нужно уменьшить длину и ширину этого
участка, чтобы площадь уменьшилась в 2 раза, а периметр на 
44 метра.
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Многоугольники
1

2

3

4

5

По рисунку напишите названия: а) сторон; 
b) пяти вершин несмежных с какой-либо верши-
ной; с) двух смежных сторон; d) пяти диагоналей
фигуры. 
а) Нарисуйте в тетради два выпуклых и два вогну-
тых многоугольника  
b) Нарисуйте в тетради один выпуклый и один 
вогнутый пятиугольник и покажите все диагонали.

а) Сколько диагоналей имеет выпуклый восьмиугольник  и 
двенадцатиугольник? 
b) Сколько сторон у многоугольника с общим числом диагоналей 35; 90?
а) Число диагоналей многоугольника в 2 раза больше числа сторон.
Сколько сторон у многоугольника? 
b) Число диагоналей в 6 раз больше числа сторон. Сколько диагона-
лей выходят из одной вершины этого многоугольника ?

В тетради, нарисуйте многоугольники и их диа-
гонали как показано на рисунке. Составьте таб-
лицу, показывающую число сторон, возможное
число диагоналей проведенных из одной вер-
шины и общее число всех диагоналей много-

T
S

R

Q
P

O

N

M

Угол, образованный двумя сторонами, исходящими из дан-
ной вершины называется внутренним углом при данной
вершине выпуклого многоугольника. Угол, смежный с 

Внутренние и внешние углы многоугольника

Исследование 1. Заполните нижеприведенную таблицу. Напишите фор-
мулу для вычисления суммы внутренних углов многоугольника с n сто-
ронами.

. . .
Количество сторон
многоугольника 3 4 5 6 7 . . . n
Диагонали, исходящие
из одной вершины 0 1 . . .

Количество треугольников 1 2

Сумма внутренних углов 1180º
180º

2180º
360º

n(n 3)
2

внутренним углом многоугольника называется внешним.
Сумма внутренних и внешних углов (взятых по одному при каждой вер-
шине)  многоугольника при любой вершине равна 180.

показы вающую количество всех диагоналей выпуклого n-угольника.

угольника. Обоснуйте формулу                 ,













a) Пользуясь рисунком покажите справедливость
формулы                           для радиуса окружности
вписанной в прямоугольный треугольник.

113

а) Докажите, что вписанная трапеция равнобедренная. 
b) Нарисуйте параллелограмм, вписанный и описанный около окруж-
ности. В каком случае это возможно? Определите вид параллелограмма.

11

14

а) Покажите справедливость формулы нахож-
дения радиуса окружности, вписанной в тре-
угольник: (S - площадь треугольника,
P - его периметр) 

r  2S
P

r  a + b – c
2

A

c

b

a

B

C
oУказание: Выразите S∆ABC через S∆AOC , S∆AOB,

S∆BOC. 
b) Покажите, что эта формула справедлива для радиуса окружности,
вписанной в четырехугольник. 
c) Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник со сторо-
нами 10; 10; 12. 
d) Около окружности радиуса 5 см описан четырехугольник, сумма
длин противоположных сторон которого 26 см. Найдите площадь че-
тырехугольника.

13

b) В прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8
вписана окружность и около него описана окруж-
ность. Найдите их радиусы.

b

a

c

n

m
m

r
r n

r
rr o

A

B

E

F

D

C

Вписанная окружность касается сторон тре-
угольника ∆ABC в точках P, Q и R. 
a) По рисунку назовите конгруэнтные отрезки. 
b) Если AB=10 см, BC=12 см, AC=5 см найдите,
длины отрезков AP, PB, BQ, QC, AR, RC.

B

A

P

C

Q

R

15

16

Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник, точкой ка-
сания делит боковую сторону на отрезки равные 3 см и 4 см. Най-
дите периметр треугольника. Сколько решений имеет задача. 

12

Многоугольники, вписанные в окружность и 
описанные около  окружности

c) Пусть AB = a, BC = b, AC = c. Выразите отрезки AР, BР, CR через
переменные a, b, c.  
По данным рисункам найдите периметр и площадь описанной тра-
пеции.

A

M N

B Ca) 
b) 

D A

M N

B C

D

2

8

1

4







a

a
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OA = R, OH = r, AH =       ,

O

a
2

180º
n

a
2 a

180º
n

a
2tg 180º

n

AH
OA

R- радиус окружности, описанной около правильного n-угольника, 
r -радиус вписанной окружности, a-сторона правильного n-угольника,                              

- центральный угол

∆AOH = = sin 

180º
n

AH
OH = tg      =   

180º
n

R
r

r

180
n

a
2

a
2

180
n

H

H

A B

AOH

360º
nAOB

R =R 
a
2

r 

a
2

R

r

r

R

∆ AOH r =         

2sin

a) На рисунке покажите, что большая диагональ правильного шести-
угольника является диаметром описанной окружности. Результат об-
общите для правильного 2n - угольника.
b) Найдите периметр правильного шестиугольника, вписанного в
окружность радиуса R. Выразите длины большей и меньшей диаго-
налей этого шестиугольника через R.

29

30

30

60

a)
b)

c)

Найдите радиусы вписанной и описанной окружностей со стороной
a правильного: a) треугольника; b) четырехугольника; c) шестиуголь-
ника (для решения пункта a) изображен соответствующий рисунок)

R

A

o

a

a
2

30

60

В любой правильный многоугольник можно вписать и описать окруж-
ность. Центры этих окружностей совпадут. Биссектрисы углов пра-
вильного многоугольника пересекаются в точке O и образуют
рав но бедренные треугольники конгруэнтные показанному на рисунке
∆AOB  (по признаку УСУ). Нарисуем окружность радиусом OA  с
центром в точке O. Эта окружность, пройдя через все вершины, будет
описанной окружностью. A  окружность с радиусом OH, касаясь всех
сторон многоугольника, будет вписанной окружностью.

Многоугольники, вписанные в окружность и 
описанные около  окружности
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13

14

15

12 Решите неравенства, исследуя различные варианты знаков множителей. 

Пример. a) Решите неравенство: (x + 1) (x  2) > 0. Решение: Для того,
чтобы произведение двух множителей было положительным, нужно
чтобы множители были одинакового знака. То есть, множители 
(x + 1) и (x  2) должны быть или оба положительными, или
отрицательными.

a) (x + 1) (x  2) > 0
c)  (x   2) (x  5) < 0

Данное неравенство сводится к
решению совокупности:

Решение 1-ой системы
совокупности: 

Решение 2-ой системы
совокупности: 

Геометрическое изображение:

Решением данной совокупности будет            . 

0 2
(2; +)

(2; +)

1

b) (x  1) (x  3) > 0
d)  (x +3) (x  6) ≤ 0

a)

Решите неравенство, исследуя различные варианты знаков числителя
и знаменателя дроби.

Квадрат какого числа не больше пятикратного значения этого числа?
Найдите сумму целых чисел, удовлетворяющих этому условию.

x  1
x  3 < 0

b) x  2
x + 1 > 0

11
Обучающие задания
Решите совокупность неравенств.

[x  1 > 4
x +1 <  2 [3(x  1)  x ≥ 5

2(3  x)  3 < x[ 2x  12 > 3
2x +1 <  1

a) c)b)

x + 1 > 0
x  2 > 0
x + 1 < 0
x  2 < 0

x + 1 > 0
x  2 > 0

x > 1
x > 2

x < 1
x < 2

x + 1 < 0
x  2 < 0

0 2
( ; 1)

( ; 1)

1

При каких значениях a система неравенств имеет хотя бы одно
решение? 

x  < 9
x > a{a) x  ≤ 10

x > a{b) x  ≤ 5
x ≥ a{c) x ≥ 7

x ≤ a{d)

Системы неравенств и совокупность неравенств
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10

12

11

Покажите, заштриховав множество точек на координатной плоскости,
заданных системами неравенств.

a) b) c) 

Вопрос открытого типа.
a) Напишите неравенство с двумя переменными, в котором граничная
линия принадлежит графику и постройте график.
Напишите неравенство и постройте график, в котором граничная
линия не будет принадлежать графику.

x ≥ 2 
y ≤ 5 
2y x ≥ 4

x + y ≥ 2 
y x ≤ 2 
2x + y ≤ 2

x ≥ 0
y ≥ 0 
x + 2y ≤ 4

Величина pH воды в плавательных бассейнах составляет от 7,4 до 
7,6 единиц, показатель же хлора между 1,0 и 1,5 PPM. Приняв
показатель pH  за p, уровень хлорирования за c, напишите систему
неравенств, показывающую пределы нормы pH и уровень
хлорирования. Постройте график. 

7

8

9

Для определения рациона
здорового питания врач-
диетолог хочет смешать
продукты А и B так, чтобы
в смеси было не меньше
50 г протеина, а энергетическая ценность была бы не больше 
600 калорий. B таблице приведена питательная ценность 1-ой чашки
продуктов. По данным таблицы определите, сколько чашек каждого
продукта должен смешать врач?

Продук
ты

Протеин
(г/чашка)

Энерг. ценность
(калорий/чашка)

A 20 100 
B 10 200 

Тренировки и калории, потраченные за минуту:
Беговая дорожка средняя скорость 6 высокая скорость 12
Подъем по лестнице средняя скорость 7 высокая скорость 10
Велосипед средняя скорость 5 высокая скорость 12

Ляман пришла в спортивный комплекс и прочитала следующее
объявление.

a) Ляман хочет сегодня потерять не меньше 400 калорий, тренируясь на
велосипеде не больше 45 минут. Сколько минут она должна ехать с
высокой скоростью, а сколько со средней скоростью, чтобы добиться
этого?
b) По данной информации составьте две задачи и представьте их
графически. 
Рост спортсменов в женской волейбольной команде разный - на чиная
с 1 м 60 см и до 2-х метров. А их массы меняются от 55 кг до 75 кг.
Напишите систему неравенств, показывающую рост и массу игроков,
и постройте график.

Системы линейных неравенств с двумя переменными     





138

Квадратные неравенства
Чтобы решить квадратные неравенства с помощью графика: 
1. По значению коэффициента a выясняется, куда направлены ее ветви (при
a > 0 - вверх, при a < 0 - вниз). 2. По значению дискриминанта квадратного
трехчлена ax2 + bx + c выясняется, пересекает ли парабола ось абсцисс в
двух точках (при D > 0), касается ее в одной точке (D = 0), или не имеет
общих точек с осью Ox (при D < 0). 3. По точкам пересечения графика функ-
ции с осью Ox схематически изображается график функции. 
4. По схематическому изображению графика определяются промежутки,
соответствующие решениям данных неравенств.

a > 0
D > 0

a < 0
D > 0

a > 0
D = 0

a < 0
D = 0

a > 0
D < 0

a < 0
D < 0

x1 = x2

x1 x2

++++

+

x1 = x2x1 x2
+

Решение неравенства ax2 + bx + c > 0  

Решение неравенства ax2 + bx + c ≥ 0 

Решение неравенства ax2 + bx + c ≤ 0  

Решение неравенства ax2 + bx + c < 0  

( ; x1)  ( x2; +) ( ; x1)  ( x1; +) ( ; +)

( ; x1]   x2; +) ( ; +) ( ; +)

(x1; x2)  

x1; x2] {x1} 

Решение неравенства ax2 + bx + c > 0  

Решение неравенства ax2 + bx + c ≥ 0 

Решение неравенства ax2 + bx + c ≤ 0  

Решение неравенства ax2 + bx + c < 0 
( ; x1)  ( x2; +) ( ; x1)  ( x1; +) ( ; +)

( ; x1]   x2; +) ( ; +) ( ; +)

(x1; x2)  

x1; x2] {x1} 

x

x x

x

x x

y

y y y

y y

00
0

0 0 0
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При каких значениях x:
a) Трехчлен 3x2 2x 1 принимает положительные значения? 

b) Трехчлен x2 + 3x 2 принимает отрицательные значения? 

При каких значениях переменной:
a) Значение трехчлена 2x2 + x 6 меньше 4? 

b) Значение трехчлена x2 + 8x + 2 больше 9? 

При каких значениях аргумента значение функции f(x) = x2 4x
меньше соответствующего значения функции g(x) = x + 6?

Квадратные неравенства

9

12

11

10

Напишите квадратное неравенство, решение которого соответствует
данному условию: 
a) 2 ≤ x ≤ 4 b) x < 1 или x > 10 c)         ≤ x ≤ 3

d) x < или x > e) x ≤ 3 √5  или x ≥ 3 + √5

f) x R g) нет решений. 

1
2 3

4
2 
3

8 Решите неравенства, построив графики соответсвующих функций.

a) x2 9x + 8 < 0
b) x2 +6x + 5 > 0
c) 4x2 + 12x + 10 ≤ 0

d) x2 2x 24  ≤  0
e) 0 > x2 + 7x  12
f) 3x2 3x + 9 > 0

g) x2 + 8x + 16  ≥  0
h) x2 + 2x + 15 < 0
i) 0 > x2 + 4x 4

Пример: Решим неравенство 4x2 + 4x + 1 > 0 .
Решение: Изобразим график функции y = 4x2 + 4x + 1.
Решим уравнение 4x2 + 4x + 1 = 0 и найдем единствен-
ное значение переменной, удовлетворяющее уравне-
нию: . Парабола касается оси Ох в точке 
(      ; 0) . Как видно из графика, это неравенство верно
при любых значениях x, кроме x = 0,5. 
Ответ: x ≠ 0,5

1
2x = 1

2
1
2

x

y

Найдите множество решений неравенства.  

a) 4x2 + 4x + 1 > 0 

c) 40x + 25x2 + 16 < 0 d) 49x2 + 70x + 25 ≥ 0

b) x2 + 49 ≤ 14x

6

7

В каких из данных неравенств: a) решением является множество всех
действительных чисел (x R); b) нет решений ( ) ? 

a) x2 + 1  > 0 b) x2 + 1  < 0
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y2 3 < 0 4(x 2) < 6x 3 8p2 18 > 0
7(3 y) > 4 + 2y (5x +2)2 ≤ 4
(3 7x)2 < 1 x2 3 < 5x + 3 x2 ≥ 4x

Решите неравенства, разделив их на две группы линейные и
квадратные неравенства. 

x + 3 ≤ 2(x + 1)

14

13

15

16

Решите неравенства разложением на множители. 

Решите неравенства разными способами.

a) x2 +  8x + 7 > 0 b) x2 + 6x + 5 ≤ 0         c) 2x2 11x + 15 ≥ 0 
d) x2 5x > 3x2 18x + 20 e) 2x2 + 12x 11 > x2 + 2x + 13

a) x2 + 3x 18 ≥ 0 b) x2 6x + 5 ≤ 0 c) 4x2 < 25
d) x2 12x < 32 e) x2 4x 5 > 0 f)12x2 + 3x ≤ 0

Квадратные неравенства можно решать алгебраическим способом, раз-
ложив левую часть на множители и по знаку неравенства исследовать
возможные случаи.  
Пример. Неравенство x2 + 4x + 3 ≤ 0  запишем в виде (x + 1)(x+ 3) ≤ 0.
Произведение двух множителей будет отрицательным, если множители
будут иметь противоположные знаки.
1-ый случай. Предположим, что (x + 1) ≥ 0, а (x+ 3) ≤ 0. Отсюда x ≥ 1
и x ≤  3. Решением неравенства x2 + 4x + 3 ≤ 0  будут такие значения х,
которые удовлетворяют обоим неравенствам. В этом случае такого значе-
ния для х нет.

1

3

1
x
x

x
x

3

Все значения промежутка от 3-х до 1, включая x= 3 и x= 1 яв-
ляются решением неравенства x2 + 4x + 3 ≤ 0. Ответ: 3 ≤  x ≤ 1 

2-ой случай. Предположим что (x + 1) ≤ 0 и (x + 3) ≥ 0. 
Решив эти неравенства, получим x ≤ 1 иx ≥ 3.

Решите неравенство x2 + x ≥ 6. Верно ли, что множество решений дан-
ного неравенства является также множеством решений неравенства: 

Квадратные неравенства

c) 3x2 + 3x ≥ 18 
d)  x2 x ≤ 6 

а) x(x + 1) ≥ 6
b) x2 + x 5 ≥ 1
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1 Решите неравенства методом интервалов.

1. Напишите уравнение, соответствующее неравенству.
2. Найдите корни уравнения. Отметьте на числовой оси точки, соответ-
ствующие  корням уравнения. Эти точки называются граничными точ-
ками неравенства.
3. В каждом из интервалов, образованных граничными точками, выбе-
рите пробные точки и определите какой из интервалов, будет решением
неравенства.

Решение неравенств методом интервалов

Метод интервалов

Пример. Решите неравенство x2 + 4x + 3 ≤ 0: 
Для того чтобы решить неравенство:

1) Находим корни уравнения x2 + 4x + 3 = 0  : 
(x+1)(x+3) = 0;  x1 1; x 2  =  3 . 

2. Отмечаем на числовой оси точки x1 1; x2 = 3.Как видно, гранич-
ные точки делят числовую ось на 3 интервала.

3. В каждом из интервалов выбираем пробное число ( 5; 2; 0) и про-
веряем неравенство.  

0 1 2 31235 4

0 1 2 31235 4
4. Запишем решение. 3 ≤ x ≤ 1

x

x

Интервал x < 3 ( ; 3) 3 ≤ x ≤ 1 x > 1, ( 1; +)
Пробное число 5 2 0
Значение выраже-
ния в левой части (5)2 + 4  (5) + 3 = 8

удовлетворяет ли
x2 4x + 3 ≤ 0 Нет Да Нет

(2)2 + 4(2) +
+ 3 = 1

(0)2 + 4  (0) + 3 = 3

Обучающие задания

i) x(x + 1)(x 2) > 0

e) 2x2 + 5x ≥ 7

j) x(x + 3)(x  2) > 0 

a) x2 + 2x 3≥ 0
d) x2  4x > 5c) x2  3x + 1 ≤  29

b) 3x2  x 2<  0

f) 2x2 + 3x > 5

g) x3 4x < 0 h) x3  9x ≥ 0
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Пример. (x  4)(x + 3)(x  1)2 ≥ 0 
1) Найдем граничные точки (x  4)(x + 3) (x  1)2 = 0 , x  4, x =  3, x = 1
2) Отметим граничные точки на числовой оси.

2 Решите неравенства.
a) (x + 3)(x  8)(x  20) < 0                 b) (x 3)(x + 2)(x 1) ≥ 0 
c) (x2  9)(x + 4)(x  5)  0                  d) (x2  2x)(x  6)  0  
e) x3 + 2x2  15x ≥ 0                             f) (x + 5)2 ∙ (2x  x2)  0  
g) (x  4)2 ∙ (x2  8x)  0                       h) (4x  x3)(25  x2)  0  
i) 5x(x  2)(x  6)2 ≥ 0                          j) 3(x + 4)2 ∙ (x  5) ≤ 0

Решение неравенств методом интервалов

Если в неравенстве есть множители с четным показателем степени вида
(x c) 2n, то справа и слева от граничной точки с, знак повторяется.

Исследование 1. Исследуем изменение знаков в интервалах при решении
неравенств, в левой части которых произведение множителей вида (x c),
а в правой 0. Пример. (x + 2)(x  1)(x 4)  0. Из уравнения 
(x + 2)(x  1)(x 4)  0 найдем x = 2, x = 1, x = 4. На числовой оси отметим
граничные точки и в каждом интервале (начиная с 1-го правого) определим
знак выражения (x + 2)(x  1)(x 4) .

Исследование 2. Неравенства, содержащие множители четной степени
вида (x c)2n и изменения знаков в интервалах.

x

Так как в 1-ом интервале
каждый множитель поло-
жительный, то знак выра-
жения (x + 2)(x  1)(x 4)
будет положительным

+ +

При переходе через
точку x  4 множитель
(x 4) меняет знак

При переходе через
точку x  1 множитель
(x 1) меняет знак

При переходе через точку 
x  2 множитель (x + 2)
меняет знак

2 1 4

x

Справа на первом интервале
каждый множитель положи-
тельный, по этому знак про-
изведения (x 4)(x+3)(x 1)2

положительный
+ +

При переходе через 
точку x = 4 множитель
(x 4) меняет знак

При переходе через
точку x = 1 множитель
(x 1)2 не меняет знак 

При переходе через
x = 3 множитель
(x + 3) меняет знак 

3 1 4

Как видно, в этом случае знаки на числовой оси при переходе из одного
интервала в другой чередуются.
Решением неравенства будут промежутки со знаком минус. 
Ответ: (  ; 2)  (1; 4). 
Если каждый множитель имеет вид (x ck), тогда в первом правом ин-
тервале знак произведения положительный. Если каждый множитель
первой степени, то в интервалах знаки чередуются.

Из-за множителя (x  1)2 в правой и левой окрестностях точки x  1 знак
в промежутках повторяется. Неравенство справедливо в промежутках со
знаком + и в граничных точках. Ответ: (  ; 3  1 4; + )







































Пусть d = dx; dy. 
По правилу сложения векторов с заданными компонентами имеем:
dx = d1x + d2x ≈  13,79 + (  8,66) = 5,13; dy = d1y + d2y ≈ 11,57 + 5 = 16,57
Найдем длину и угол наклона вектора перемежения  d мяча, 
изобразив этот вектор в новой системе координат.
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Найдем компоненты вектора d = d x; d y в
координатной плоскости, используя триго но мет -
рические отношения. Обозначим |d| = d

cos  =  

Пример 2. Движения мяча изображены двумя
векторами: d1 с углом наклона 40 и модулем равным
18 м и d2 с углом наклона 150 и модулем равным 10
м. Опреде лите вектор, пока зывающий пере ме ще ние
мяча (модуль и направление).
Решение: Перемещение мяча: d = d1 + d2

Запишем векторы d1 и d2 с компонентами:
d1 = d1x; d1y = 18cos 40º; 18sin 40º
d2 = d2x; d2y = 10cos 150º; 10sin 150º
Здесь d1x = 18cos 40° ≈ 13,79;  d1y  = 18sin 40° ≈ 11,57;
d2x = 10cos 150° = 10 cos 30º ≈  8,66;  
d2y = 10sin 150° = 10 sin 30° = 5

Пример 1. Автомобиль движется в северо-восточном направлении под
углом 30° со скоростью 80 км/ч. Напишите вектор скорости с
компонентами.

d = dcos ; dsin 

Решение: По данным  v = 80 (км/ч) ,  =30°

vx = v cos  = 80  cos30° = 80  0,87 ≈ 69,6 км/час
vy = v sin  = 80 · sin 30º  80  0,5 = 40 км/час

dx

d sin  =  
dy

d
dx = dcos  dy = dsin 

Компоненты вектора и тригонометрические отношенеия
Тригонометрические отношения и компоненты вектора

→

→→

→



→

d dy

dx

2


2

0 4

4

6 8 x

y
6

v = 80 км/ч
vy

vx

30°
o x

С

В

y

x

x

y

y

150

40
|d1|  18 m

|d2|  10 m

d

d
dy

dx





0

O

x

y

150

40
d1

d2

0 d1x

d1y

d2x

d2y

имеем: 

d = dcos ; dsin 
→



Запись также является записью вектора с компо-
нентами. Угол наклона можно найти по формуле tg  = dy

dx

скорость в север. напр. 
скорость в вост. напр. 

v = vx; vy  vcos ; vsin  = 80cos 30º; 80sin 30º

→
→ →

→

d = √dx2 + dy2 ≈ √5,132 + 16,572 ≈  17,35 (м)

tg  = ≈            ≈ 3,23  ;         ≈ 73
16,57
5,13

dy

dx

→

→

→

→
→
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a)  Сколько метров в секунду составит скорость
катера?
b) Под каким углом катер проплывет реку?
c) За какое время катер проплывет реку? 
d) На каком  расстоянии от места назначения
катер достигнет другого берега?

1

2

3

4

5

6

7

8

По данным координатам точек P(8; 7), Q( 2; 5), R(8; 7), S (7; 0)
определите координаты векторов PQ и RS. Обоснуйте какие они:
равные, параллельные, противоположные или  не являются ни одним
из перечис ленных.

Значение результирующих сил, приложенных на тело в вертикальном
и горизонтальном направлении равно 40 Н, а угол наклона 22º.
Найдите значение сил, приложенных на тело.

Даны вектора: u = 6; 2, v = 1; 4, d = 2; 5, и z  =  2; 5 . 
Найдите сумму векторов

a) v + d b) u + v c) u + d
d) v + z e) u + z f) d + z

Обобщающие задания

Катер движется в стоячей воде со скоростью 3м/сек. Ширина реки
равна 100 м, а скорость течения 0,75 м/сек. Начав движение
перпендикулярно течению реки, катер плывет на другой берег.

По данному значению модуля и угла наклона запишите векторы
компонентами.
1) |v| = 12;   = 60° 2) |v| = 16;     = 120°
3) |v| = 28;   = 150 ° 4) |v| = 4, 9;   = 135°

Рассмотрите предложение |a| + |b| ≤ |a + b|.  
a) Запишите предложение словами; b) Верно или неверно
предложение? Ответ обоснуйте.

100 м

3 м/сек.

→
→

→ → →

→

→

→ → → →

→ →
→ →

→

→ →

→ → →
→ → → →

Точка пересечения медиан называется центром
тяжести треугольника. Точки D(1; 3) и E(6; 1)
являются вершинами ∆DEF, C (3; 4) -  показы -
вает центр тяжести. Определите координаты
вершины F. 

y
6

4
3

1

1 3

D

F

E

C

6 x

0,75 м/сек.

Даны точки M (3; 5) и C (9; 8). Найдите координаты точки K, делящей
отрезок MC в отношении 2 : 1.
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Формула n-го члена арифметичесокой прогрессии

Обучающие задания
Какие из данных последовательностей являются арифметической
прогрессией? Найдите разность этой прогрессии. Напишите рекур-
рентную формулу для прогрессии.

Найдите первые четыре члена последовательности, заданной рекур-
рентным способом.
a) a1 = 1,  an+1 =  an 3 a) a1 = 1        ,  an+1 =  an  +

Напишите первые пять членов прогрессии по данному первому
члену и разности прогрессии .
a) a1 = 1,2       d = 2 b) a1 = 3,         d =  2

Каждый член арифметической прогрессии равен предыдущему, сло-
женному с одним и тем же для данной последовательности числом.
Согласно этому правилу:

Формула an = a1 + (n 1) d является формулой n-го члена арифметиче-
ской прогресси. 

a)  x1; 5; x3; 3; 7; ....
Найдите неизвестные члены арифметической прогрессии: 

b)  x1; x2; 17; 23; ....

2
3

2
3

a2 = a1 + d
a3 = a2 + d = a1 + d + d = a1 + 2d 
a4 = a3 + d = a1 + 2d + d = a1 + 3d 
a5 = a4 + d = a1 + 3d + d = a1 + 4d
......................................................

По этому правилу можно записать: an = a1 + (n –1)d.

Пример 2. В арифметической прогрессии a5 = 7, a9 = 19, d = ? a12 = ?
Решение:

d = 
a9  a5

9 5 = = 3,19  7
4

Пример 1. В арифметической прогрессии a1 = 2, d = 2,5 найдем a6 и a9: 
a6 = a1 + 5d = 2 + 5 ∙ 2,5 = 10,5
a9 = a1 + 8d = 2 + 8 ∙ 2,5 = 18

Отметим, что a9 можно было бы вычислить и нижеуказанным способом:
a9 = a1 + 8d = ( a1 + 5d ) + 3d = a6 + 3d = 10,5 + 3 ∙ 2,5 = 18

Вообще, an = a1 + (n 1) d = a1 + (k 1) d  + (n k) d = ak + (n k) d 
то есть верно равенство,  an = ak + (n – k)d

d = 
an – ak

n – k n ≠ k

a12 = a9 + 3d = 19 + 9 = 28

1

2

3

4

n-ый член арифметической прогрессии

Отсюда, получаем формулу для разности прогресии:

Замечание. Переписав формулу an = a1+ (n 1)d  в виде
an = dn + (a1 d) можно сделать вывод: любая прогрессия задается фор-
мулой an = kn + b, здесь k и b любые числа.

a)  1,9;  2,1;  2,5;  3,1;  3,9; . . .  c)  1,6;  1,3; 1,0;  0,7;  0,4; . . .  

d)    ;    13
2

;13
3

;13
4

;13
5

; . . .    13
6

b)    ;    1
2

;    1 ;    3
2

;    4
2

; . . .    5
2
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1
Обучающие задания

Между числами 4 и 40 напишите такие четыре числа, чтобы они вме-
сте с данными числами образовали арифметическую прогрессию.
1) В арифметической прогрессии a1 = 12,  d = 3. Есть ли члены рав-
ные: a) 6-ти; b) 0-ю; c) 9-ти?
2) В арифметической прогрессии 2; 5;  ... есть ли члены равные: 
a) 53;  b) 75-ти? Если есть, то найдите номер этого члена.
Для каких членов арифметической прогрессии 40;  37; ..., выпол-
няются условия: a) аn > 0;  b) аn < 0

h) если 5;  4,5; ...... , d и a9g) если 20;  15; ...... , d и a10

a) Найдите первый положительный член прогрессии, если a1 = 18; 
d = 1,5. Сколько членов этой прогрессии отрицательны? 
b) В арифметической прогрессии  4,1; 3,9;  ..... найдите первый отри-
цательный член прогрессии.
Если в арифметической прогрессии x1 = 45; d = 4, то для каких чле-
нов справедливо неравенство: a) xn > 99; b) xn < 160 ? 

В январе завод изготовил 120 деталей, в каждом  последующем ме-
сяце изготовил на 8 деталей больше. Сколько деталей изготовил
завод в мае и в декабре?
Напишите примеры арифметической прогрессии, показав первые
шесть членов: a) возрастающей; b) убывающей; c) все члены которой
отрицательные; d) все члены которой четные.

3

4

5

6

7

8

9

11

12

10 a) Если в арифметической
прогрессии an = 2n + 3, то
найдите a8 и d. 

b) Если в арифметической про-
грессии an = 1  4n, то найдите
a6 и d.

По данным арифметической прогрессии найдите:
c) c1 =       , c5 =  

d и c11

e) a5 =  10, a8 = 8
a1 и a6

d) c1 = 0,5, c15 = 2,3
d и c16

f) a4 = 7, a7 = 2
a1 и a9

a) a12 = 7, d = 3 
a1 и a8

b) a5 = 6, d =  0,5 
a1 и a7

Напишите еще пять членов арифметической прогрессии. Для про-
грессии напишите рекуррентное правило и формулу n-го члена.  

b) 6; 2; 2; ...

f) 12; 10; 8; ...d) 3,5; 4,3; 5,1; ...

c) a) 11; 17; 23; ... 1
4

; 1; ; ...7
4

e) 17
3

; ; ; ...15
3

13
3

4
3

1
3

а) Выразите через a1 и d члены a9 , a12, a21, ak + 2, a2k арифметической
прогрессии an. б) Найдите a6 , a15 если a1 = 4, d = 3

2

n-ый член арифметической прогрессии

a) Покажите, что последовательность, заданная формулой xn = 2n  5
является арифметической прогрессией. Найдите первый член и раз-
ность этой прогрессии.
b) Покажите, что последовательность, заданная формулой an = k ·n + b
яляется арифметической прогрессией.







Это свойство можно обобщить таким образом. Каждый член арифме-
тической прогрессии (начиная со второго) равен среднему арифмети-
ческому равноудаленных от него членов:                            (1 ≤ k ≤ n  1)
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Свойства членов арифметической прогрессии

Свойство. Любой член арифметической прогрессии, начиная со вто-
рого, равен среднему арифметическому соседних с ним членов. 

Это свойство поясняет причину названия арифметической прогрессии.
Верно и обратное. Если любой член последовательности, начиная со
второго, равен среднему арифметическому предыдущего и последую-
щего членов, то эта последовательность является арифметической про-
грессией.
В конечной арифметической прогрессии сумма членов, расположен-
ных на одинаковом расстоянии от концов, равна сумме крайних членов. 

a1  + an = a2 + an 1 = a3 + an 2 = a4 + an 3 = .......
В общем, если m + k = n + p , то am + ak = an + ap

an =
an k + an +k

2

Исследование. 1) Запишите первые 10 членов какой-либо арифмети-
ческой прогрессии. Например, при a1 = 4, d = 3 эти члены будут запи-
саны как показано в таблице .

2) Сравните какой-либо средний член прогрессии со средним арифме-
тическим соседних с ним членов. Получилось ли равенство?

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10

4 7 10 13 16 19 22 25 28 31

a1 + a10  = a2 + a9 = a3 + a8 = a4 + a7 = a5 + a6

Дейстивительно, из d = a2   a1  = a3  a2 получается .

Верны ли равенства? 

Так как в общем случае, an  an 1  = an +1  an, то верно равенство:
a2  =

a1  + a3

2

an =
an 1 + an +1

2 (n ≥ 2)

Арифметическая прогрессия и среднее арифметическое

a) В арифметической прогрессии a1  = 3, a3  = 7. Найдите a2 .
b) В арифметической прогрессии a4  + a10  = 6.
Найдите: 1) a5  + a9;   2) a7

Обучающие задания

c) В арифметической прогрессии a8   = 5. Найдите сумму: a1  + a15 .
Зная, что данные числа являются последовательными членами
арифметической прогрессии, найдите х.

a) 3x  4;  6;  x + 6 b) x  2;  x2;  3x + 2

1

2

Для членов арифметической прогрессии ÷ (xn) докажите равенство:
a) x1   + x9 = x4 + x6 b) x3   + x12 = x8 + x7 c) x4   + xn  4 = x6 + xn  6

3
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Прикладные задания
Углы треугольника образуют арифметическую прогрессию. Дока-
жите, что один из углов этого треугольника равен 60.

Числа a, b, c образуют арифметическую прогрессию. Докажите, что
последовательность a2 + ab + b2, a2 + ac + c2, b2 + bc + c2 также яв-
ляется арифметической прогрессией. 

Периметр треугольника равен 24 см. Длины сторон этого треуголь-
ника образуют арифметическую прогрессию. Найдите длину сред-
ней стороны.
На стороне OA угла AOB, начиная с вершины,
отложены равные отрезки и из точек деления
проведены параллельные прямые. Найдите
длину отрезка A5B5, если A1B1 = 2 см. 

В трапеции ABCD сторона AB разделена на че-
тыре равных отрезка и из точек деления прове-
дены прямые, параллельные основаниям. 
а) Докажите, что длины отрезков BC, M1N1,
M2N2, M3N3 и AD образуют арифметическую
прогрессию. 
Если AD = 18 см, BC = 6 см, то найдите длины
отрезков M1N1, M2N2, M3N3.

Если числа образуют арифметическую прогрессию, дока-
жите справедливость равенства                   .

Между данными числами впишите:  1) такое одно число;  2) такие
два числа, чтобы они образовывали арифметическую прогрессию.  

a) 1; 5 b) 30; 50 c) 12; 48 d) 0; 20 e) ;

1
a

1
b

1
c b

c
b
a = 2+

, ,

Врач хочет, чтобы больной, принимавший лекарство в течении 5-ти
дней с одинаковыми дозами, увеличил ежедневную дозу от 100 мг до
300 мг. Напишите количество лекарства, которые принимал больной
в течении 5-ти дней. 

4

5

6

7

8

9

11

12

1
2

1
3

Свойства членов арифметической прогрессии

Пятый член арифметической прогрессии равен c. Напишите выраже-
ние, показывающее сумму 2-го и 8-го членов этой прогрессии.

10

O A

B

A1 A2 A3

B1
B2

B3
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Практическое задание. Найдем сумму натуральных чисел от 1 до 100.
Предположим, что эта сумма равна x. В 1-ом ряду напишем слагаемые
этой суммы в порядке возрастания, а во 2-ом ряду - в порядке убывания.

Обозначим через Sn сумму n-первых членов любой арифметической
прогрессии.

Sn = a1 + a2 + a3 + ..... an  2 + an  1  + an

Sn = an + an  1 + an  2 + ..... a 3 + a 2  + a1

2Sn = (a1 + an ) + (a2 + an  1) + (a3 + an  2) + .....+ (an  1 + an) + (an + a1)

x = 1 + 2 + 3 + ............ + 98 + 99 + 100

x = 100 + 99 + 98............ + 3 + 2 + 1
2x = 101 + 101 + 101.......+ 101 + 101 + 101

+

100101 ∙ 100
2x = = 5050

(1 + 100)∙100
2x = = 5050Полученный результат можно записать в виде:

+

Попарные суммы a1 + an и т.д равны между собой, так как в конечной
арифметической прогрессии сумма членов, расположенных на одина-
ковом расстоянии от концов, равна сумме крайних членов. Всего таких
пар n, поэтому 2Sn = (a1 + an ) ∙ n, а отсюда получим:

Сумма n-первых членов конечной арифметической прогрессии равна
произведению  полусуммы крайних членов на число членов этой про-
грессии. Так как: an  =  a1 + (n  1) d. Тогда формулу суммы членов ариф-
метической прогрессии можно написать в виде:

Sn = (a1 + an ) ∙ n
2 

Sn = (2a1 + (n – 1) d ) ∙ n
2

Сумма n-первых членов арифметической прогрессии

S12 =
(a1 + a12) ∙ 12 

2

Пример 1. Найдите сумму 12-ти первых членов арифметической про-
грессии заданной формулой an =  3n + 1  . 
Решение: 

Пример 2.  Найдите сумму 10-ти первых членов арифметической 
прогрессии 3; 5; 13; ... .  Решение. a1 = 3, a2 = 5, d = 8.    

a10 = a1 + 9d = 3 + 72 = 69

a1 = 3 ∙ 1 + 1 = 4 a12 = 3 ∙ 12 + 1 = 37

= (4 + 37) ∙ 6 = 246

S10 =
(a1 + a10) ∙ 10 

2 = ( 3 + 69) ∙ 5 = 330

Сумма n-первых членов арифметической прогрессии
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Найдите сумму: 
a) 1 + 2 + 3 + .... + n; b) 2 + 4 + 6 + .... + 2n; c) 1 + 3 + 5 + .... + (2n  1).

a) первых 80-ти натуральных чисел; b) всех двузначных чисел;
c) натуральных чисел меньших 100 и делящихся на 3.
d) натуральных чисел меньших 130 и делящихся на 4.

Прикладные задания
Первый член арифметической прогрессии равен 7, а разность 1,5. Най -
 дите сумму с 5-го по 11-ый член (11-ый включительно) прогрессии.

Заполните таблицу.

№ a1 d n an Sn

1 2 11 7
2  0,4 8  5,2
3 0,5 14 72,5
4 7 16 17,5

Шары построены в форме треугольника таким обра-
зом, что в первом ряду 1 шар, во втором 2 шара, в
третьем ряду 3 шара и.т.д.
a)  Сколько рядов получится из 36-ти шаров?
b)  Сколько потребуется шаров, чтобы составить тре-
угольник из 12-ти рядов? .............................

Найдите требуемое по данным.

3 + 7 + 11 + 15 + 19 + . . .      

10 + ( 5) + 0 + 5 + 10 + . . .     

30 + 24 + 18 + 12 +  6 + . . . 

b) Sn = 315
n = ?

b) Sn = 36
n = ?

b) Sn = 210
n = ?

a) n = 15 
Sn = ? 

a) n = 15 
Sn = ? 

45 + 42 + 39 + 36 + 33 + . . . 
b) Sn = 48

n = ?
a) n = 68 

Sn = ? 

a) n = 20
Sn = ?

4

5

6

7

9

8

Найдите сумму: 

Сумма n-первых членов арифметической прогрессии
Найдите сумму 10-ти первых членов арифметической прогрессии. 

a) 2 + 6 + 10 + 14 + 18 + . . .

c) 8 + 4 + 0 + (-4) + (-8) + . . . d) 0,5 + 1,1 + 1,7 + 2,3 +  . . .

b) 3 +      + 4 +      + 5 + ... 

3
7
2

9
2







1) 81; 27; 9; ...   2) 4; 8; 16; ...

3) 14; 7;       ; ...
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a)  y1; 1;    ; y4; ....
1
2

1
2

2
5

4
5

8
5

16
5

Найдите неизвестные члены геометрической прогрессии.

b) Напишите рекуррентное правило для последовательности 
2; 8; 32; 128; ...  . 

a) q =           b) b 1 = 0,5     c) b 3 = 20 

Задания открытого типа. Напишите 4 члена геометрической про-
грессии.

Найдите знаменатель геометрической прогрессии.

Для последовательностей напишите рекуррентное правило. После-
довательность может быть арифметической прогрессией, геометри-
ческой прогрессией или может быть другой логической
последовательностью.
a) 1; 7; 13; 19; ...        d) 66; 33; 16,5; 8,25; ...       c) 41; 32; 23; 14; . . .
d) 2;3; 8; 63;...            e) 2; 5; 11; 23; 47; . . .         f) 2; 5; 10; 50; 500; ...  

2
3

;

a) Зная, что b2 = 3, по рекуррентному правилу bn+1 = 0,3bn, напишите
первые пять членов геометрической прогрессии. 

Какая из данных последовательностей является арифметической, а
какая геометрической прогрессией? Напишите рекуррентные фор-
мулы для этих прогрессий.

a) 7; 14; 28; 56; 112; ...
b) 1000; 500; 250; 125; ...
c) 4; 8; 13; 19; ...

d) 1; 2; 5; 26;  ...
e) 1; 5; 9; 13;  ... 
f) 200; 20; 2; 0,2; ... 

Напишите следующие два члена геометрической прогрессии.

Напишите 10-ый член прогрессии.

a) 512; 256; 128; 64,... b)     ;    ;     ;      ;...

500; 100; 20; ... 

16; 24; 36; ... 

1,25; 1,5; 1,8; ... 

7; ; ; ...

b)  y1; y2; 24; 36; 54;...

1   
3

1   
3

5   
6

14   
3

28   
9

25   
12

1   
9

1   
27

; ; ; ... 

; ... 

0,4; 0,16; 0,064; ...

1; √2; 2; 2√2; ...

; ;

1

3

2

4

5

7

8

6

7
2

4
3

; 8
3

;...4)

Геометрическая прогрессия
Обучающие задания

     





190

Обучающие задания

Прикладные задания

Найдите неизвестные по данным:

По данным напишите формулу n-го члена геометрической прогрессии.

Найдите седьмой член геометрической  прогрессии.

a)  В геометрической  прогрессии b1  2, q  3; найдите номер
члена равного 162.
b) в геометрической  прогрессии 0,1; 0,3; ........  найдите номер члена
равного 24,3 .
По данным, запишите n-ый член геометрической  прогрессии по ре-
куррентному правилу.
1) b1= 4,  q = 6     2) b1 = 4, q = 3     3) b1= 2, q = 3   4) b1= 4, q = 2
По данным, запишите первые пять членов геометрической прогрес-
сии. Задайте прогрессию рекуррентным соотношением и экспилити-
ческим способом:   1) b4= 25, q = 5;    2) b1= 4, q = 5

В прямоугольный треугольник с катетами 12 см и 16 см
вписан треугольник с вершинами на серединах сторон
данного треугольника. Аналогично, во второй треуголь-
ник так же вписан треугольник и т.д. Найдите периметр
6-го треугольника.
В ∆ABC проведена средняя линия A1C1, в ∆A1BC1

проведена средняя линия A2C2, во вновь полученном
∆A2BC2 проведена средняя линия A3C3 и т.д. Найдите
площадь треугольника A5BC5, еслиплощадьтреуголь-
ника ABC равна 3072 см2. 

a) b1 = 3;  q = 2  , b4 = ? b5 = ? 

c) b6 = 48;  q = 2, b4 = ? b5 = ?

e) b4 = 15;  b6 = 135, q = ?  b7 = ?  
f) b1 = 3;  b5 = 48, q = ?  b7 = ?  

d) b5 = 64;  q = 2, b1= ? b7 = ?

b) b1 = 24;  q = 0,5, b3 = ? b4 = ?

6

7

8

9

5

4

3

1

2

Формула n-го члена геометрической прогрессии

a) b1  4, q  3 c) b3  72, q  6
b) b1  45, q  1

3
d) b1  4, q  1

8

e) b1  2, q  2
f) b1       , b6  161

2

Бухгалтерский учет. Завод по производству молока купил новое
оборудование на 200 тыс. манат. Каждый год списывает 10 % от стои-
мости оборудования за сношенность. Сколько будет стоить это обо-
рудование через 3 года?

a) 2,5; 5; 10; 20;  ... b) 0,25; 1; 4; 16; ...
5
3

64
81

32
27

16
9

8
3

c)  ; ;         ;      ; ... d) 15; 5;      ; ;  ...

A C

B

A1

A2
C1

C2

A3 C3







Обозначим через Sn сумму n-первых членов геометрической
прогрессии: 

Sn b1 + b2 + b3 + .......  bn (1)
При q  1, все члены равны b1 и Sn n ∙ b1 . Рассмотрим случай
когда q 1. 
Умножим обе части (1)-го равенства на q : 
q ∙ Sn  b1 ∙ q + b2 ∙ q + b3 ∙ q ....... + bn 1 ∙ q + bn ∙ q (2). Отнимем от
(2)-го равенства (1)-е. Получим: q ∙ Sn  Sn  bn ∙ q  b1. 
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Из формулы b2  b1 ∙ q выразим b1:

Тогда

bn ∙ q  b1

q  1

2-е поколение

3-е поколение
4-е поколение

Sn = , (q  1) (3)

b1 (qn 1)
q  1

Sn = , (q  1)

(3)-я формула назывется формулой n- первых членов геометриче-
ской прогрессии. Так как bn  b1 ∙ qn 1 , то для Sn можно записать:

Али

Самед

Натаван

Ниса

Омар

Зохра

Билал

Гюльчохра
Махмуд

Фатима

Рагим

Лейла
Гамид

Санубер

Камал

Исследование. Записав
имена своих родителей, 4-
х бабушек и дедушек, 8-ми
прабабушек и прадедушек
Али построил дерево поко-
лений, отражающее непо-
средственно родителей.
Най дите количество 10-ти
поколений родителей Али.

Сумма n - первых членов геометрической прогрессии

Сумма n-первых членов геометрической прогрессии

Решение. b5   b2  ∙ q3. Отсюда b5

b2

48
6

q3  8, q  2

b2

q
6
2b1  3
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Пример. В геометрической прогрессии b2   6, b5   48. Найдите сумму
первых шести членов.

b1(q6  1)
q  1

3∙ (26  1)
2  1

S6  

Отсюда
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Прикладные задания

Бактерия, попавшая в живой организм, в конце 20-ой минуты делится
на две бактерии; каждая из вновь образованных бактерий в конце
последующей 20 минуты тоже делится на две бактерии и т.д. Найдите
количество бактерий, образованных из одной бактерии, к концу дня.

Обучающие задания
По данным найдите сумму n - первых членов геометрической про-
грессии.

Найдите по данным требуемые:

Для последовательности an  3 ∙ 2n являющейся геометрической про-
грессией найдите сумму: a) первых 5 членов;  b) первых n членов.

Фирма, изготавливающая сигнализационные устройства с начала ра-
боты производила за год 10 000 устройств. Рост производительности
за год составлял 20 %. 
a) Сколько устройств произвела фирма в 5-ом году деятельности?
b) Сколько всего устройств произвела фирма за 5 лет?

Разность четвертого и первого членов геометрической прогрессии
равна 26, а разность пятого и второго членов равна 78. Найдите сумму
первых шести членов этой прогрессии.

a) b1  16,   q  
1
2 b) b1  1,   q   2

a) S4  45,   q  2, b1 = ? b) S4  130,   q  

c) 3; 6; . . . ,     S10 = ? d) 1;  2; 4, ... ,   S8 = ? 

2
3

d) Если b2     , b5          ,  S5  ?с) Если b1  2, b5  162,  S6  ?
1
5

1
625

Сумма n-первых членов геометрической прогрессии

Напишите формулу суммы n -первых членов данной геометриче-
ской прогрессии. 

a) 1, y, y2, y3, y4, . . . b) 3z, 6z3, 12z5, 24z7, . . .

S5 = ? S6 = ? 

1

3

2

4

5

6

7

8

b4 = ? 

1) 4 + 12 + ( 36) + 108 + . . . 2) 160 + ( 80) + 40 + ( 20) +   . . .

b) Sn = 244
n = ?

b) Sn = 105
n = ?

a) n = 6, 
S6 = ? 

a) n = 7, 
S7 = ? 

По данным в геометрической прогрессии найдите:
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10 Старинная задача. Торговец имеет 14 серебряных монет. Масса се-
ребряных монет растет в арифметической прогрессии с разностью,
равной 4. Масса последней серебряной монеты равна 59 лот. (лот -
старинная единица измерения и равна 12,8 граммам). Чему равна
масса всех монет? 

Обобщающие задания

Определите вид последовательности и запишите два последующих
члена.

Строительная компания купила бульдозеры на сумму 500 000 манат.
Цена бульдозера каждый год дешевеет на 20 % по сравнению с пре-
дыдущим. Напишите формулу, позволяющую определить цену буль-
дозера в любом n-ом году. Через сколько лет цена бульдозера будет
256 тысяч манат?

Сумма n - первых членов геометрической прогрессии вычисляется
по формуле Sn  2 (5n  1). Найдите S3, b1 и b4 .

Напишите первые пять членов последовательности. 
a) a1 = 5 b) a1 = 1 c) a1 = 17               d) a1 = 1, a2 = 2   

an = an 1 + 3 an = 4an 1 an = an 1 + n           an = an 2 + an 1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

В возрастающей последовательности 1, 2, 5, 10, a,12, b, c среднее
арифметическое членов равна 12-ти. Каким может быть наибольшее
значение b. (a, b, c - натуральные числа )
Сумма трех чисел, образующих арифметическую прогрессию равна
45. Если из первого члена вычесть 2, из второго 9, а из третьего 8, то
эти числа образуют геометрическую прогрессию. Найдите эти числа.

a) 5; 3; 5; 3; ....
c) √3; 3; 3√3; 9; ...

b)     ; 1; ;     ; ....
d) 1;  1; 1;  1;  ...

1
3

5
3

7
3

Если в арифметической прогрессии a4  9, a9   6, то сумма сколь-
ких первых членов равна 54? 

Если в арифметической прогрессии a3 + a6 + a24   12, то найдите
сумму первых 21 членов.

Исследуйте картину, показанную ниже. Напишите еще 5 членов
последовательности. Напишите формулу, определяющую любой член
последовательности.

1 3 =1+2
3  4

2

6 = 3+3 10 = 6 + 4 15 = 10 + 5 

1+2+3+4+5

4  5
2

6  5
2

1+2+3+41+2+3
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Группировка информации. Частота информации

Систематизирование и представление базы информации можно обоб-
щить как указано ниже.
1. В базе данных по числовым значениям (или по категориям - цвет,
вид и т.д) информация группируется  в классы  - интервалы. Рекомен-
дуется, чтобы количество классов было между 5 и 20.

Пример. Представленные ниже данные отражают информацию о воз-
расте 50-ти пользователей интернета. Информацию представьте в виде
таблицы частот.

Группирование данных в классы, определение частот информации, со-
ставление таблицы частот  и представление информации рассмотрим
на примере.

50 40 41 17 11 7 22 44 28 21 19 23 37 51 54 42 88
41 78 56 72 56 17 7 69 30 80 56 29 33 46 31 39 20
18 29 34 59 73 77 36 39 30 62 54 67 39 31 53 44

1. Разделим информацию на 7 классов, сгруппировав  ее в определен-
ных интервалах.
2. Определим размах каждого класса - интервала. Для этого от наи-
большего числа (88) вычтем наименьшее (7) и разделим на число
классов: (88  7) : 7  11,57  12 
3. Как видно, наименьшее значение равно 7. Это наименьшее граничное
значение первого класса, а наибольшее - будет 18. Наименьшее значе-
ние второго класса 19, а наибольшее 30. Границами 3-го класса будут
числа 31 и 42 и.т.д. (Не забудьте включить граничную информацию в
общее количество чисел и обратите внимание, чтобы не происходило
перекрытие классов.)
4. Построим таблицу частот.

Класс
(возраст) 7-18 19-30 31-42 43-54 55-66 67-78 79-90

Чёрточки
Частота 6 10 13 8 5 6 2 Всего: 50

Группировка и представление информации

2. Определяется размах классов-интервалов. Для этого разность наи-
большего и наименьшего значения информации делится на число клас-
сов. Целая часть частного принимается за величину класса.
3. Определяются граничные значения- наибольшее и наименьшее
значение каждого класса - интервала. Наименьшее значение первого
интервала дается в базе информации, а наибольшее - находится при по-
мощи размаха класса.
4. Строится таблица частот. Она состоит из граничных значений клас-
сов и частот, нарисованных в виде чёрточек и записанных  числом.
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Относительная частота

Определим эти показатели на данном примере:
Класс Частота Средняя оценка класса Относительная частота

Как видно из последовательности 12,5; 24,5; 36,5; ... , после нахождения
средней оценки первого класса, средняя оценка каждого последующего
класса равна сумме предыдущего с размахом класса (в этом случае с
12). Представим базу данных следующей таблицей с соответствую-
щими показателями.

Относительная частота выражает (в виде дроби или процента), какую
часть общей информации составляет определенная (данная) информа-
ция. Например, из таблицы видно, что 26% пользователей интернета
люди в возрасте от 31 до 42 лет.

Для анализа и представления информации пользуются такими показа-
телями как средняя оценка класса, относительная частота.
Средняя оценка класса (средняя точка интервала) равна полусумме
наименьшего и наибольшего граничных значений. Этот показатель, ко-
ротко называют оценкой класса.

7-18

19-30

31-42
. . .

7+18
2

= 12,56

10

13
. . .

19+30
2

= 24,5
31+42

2
= 36,5

6
50 = 0,12
10
50 = 0,2

13
50 = 0,26

Класс (возраст) Частота Средняя оценка класса Относитель-
ная частота

7-18
19-30
31-42
43-54
55-66
67-78
79-90

6
10
13
8
5
6
2

12,5
24,5
36,5
48,5
60,5
72,5
84,5

0,12  
0,2  
0,26  
0,16
0,1  

0,12  
0,04

Всего: 50 Всего : 1

Группировка и представление информации

Относительная частота определяется как отношение значения ча-
стоты класса к общему количеству информации.

Возраст пользователей и срок пользования

. . . . . .



26 учеников класса выполнили оценочные за-
дания по математике. Оценки, полученные уче-
никами, записаны в таблице. Представьте
информацию таблицей, содержащей такие по-
казатели как: частота и относительная частота.
1) Ниже показаны результаты взвешивания спортсменов. Представьте
информацию таблицей.
50, 50, 53, 53, 54, 55, 55, 55, 56, 60, 62, 62, 62, 64, 64, 64, 65, 65, 65, 66,
66, 66, 70, 72, 72, 72, 75, 75, 76, 80, 80, 80, 81, 81, 82, 82, 83, 84, 85, 85,
85, 86, 87, 93, 94, 97, 98, 98, 100, 100
2) Составьте таблицу частот, отражающую вес учеников вашего
класса. Представьте сравнительную информацию по относительной
частоте.
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Следующий ряд информации отражает результат оценивания 50 уче-
ников по предмету математика по 100-бальной системе.
43, 88, 25, 93, 68, 81, 29, 41, 45, 87, 34, 50, 61, 75, 51, 96, 20, 13, 18, 35,
25, 77, 62, 98, 47, 36, 15, 40, 49, 25, 39, 60, 37, 50, 19, 86, 42, 29, 32, 61,
45, 68, 41, 87, 61, 44, 67, 30, 54, 28.
a) Разделите информацию на классы; b) Составьте таблицу частот;
c) Добавив в таблицу столбик, выражающий относительную частоту,
нарисуйте таблицу заново.

3 2 3 3 4 3 1 2 5 1
5 4 2 1 1 3 3 4 1 2
1 4 5 4 2 2

Множество информации охватывает 45 выбранных образцов. Наи-
меньшее значение равняется 0, а наибольшее 28. Какой размах класса
предложили бы вы, для этой информации? Запишите числовые ин-
тервалы, соответствующие классам.

Класс Частота
10-19
20-29
30-39
40-49
50-59
60-69
70-79

8
120
230
310
160
72
20

Следующую информацию сгруппируйте по классам.
a) Продажа. Количество классов: 6 
Информация: Сумма (в манатах), полученная от продажи в августе:
2114, 2468, 7119, 1876, 4105, 3183, 1932, 1355, 4278, 1030, 2000, 
1077, 5835, 1512, 1697, 2478, 3981, 1643, 1858, 1500, 4608, 1000
b) Время реакции. Количество классов: 8
Информация: Время реакции на голосовое предупреждение (в мил-
лисекундах) 30 женщин.
507, 389, 305, 291, 336, 310, 514,  382, 320, 450, 309, 416, 359, 442, 307,
337,  373, 469, 351, 411, 388, 422, 413, 428, 387, 454, 323, 441, 388, 426 

Выполните задания, пользуясь таблицей. 
a) Определите размерность каждого класса; 
b) Определите среднюю оценку каждого класса;
c) Вычислите относительные частоты.

Группировка и представление информации

4

5

6

3

2

1











4. Второй результат делится на
третий результат. Среднее ариф-
метическое = 
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Во многих случаях, чтобы проанализировать сгруппированную ин-
формацию, требуется вычислить среднее арифметическое. На при-
мере, приведенном ниже, исследуем правило нахождения среднего
арифметического.

Анализ информации

Пример. Таблица показывает: время, затра-
ченное на телефонные разговоры за один
день и число работников фирмы. Сколько
минут в среднем разговаривает по телефону
один работник фирмы?  
В этой задаче требуется вычислить среднее
арифметическое, соответственно сгруппиро-
ванной информации. Здесь среднее арифме-
тическое вычисляется по следующему
правилу:

Класс
(время раз-

говора)

Частота
(Число ра-
ботников

1 5 12
6 10 26
11 15 20
16 20 7
21 25 11

Класс Частота
Среднее
значение

класса

Частота 
среднее
значение

1 5 12 3 36
6 10 26 8 208
11 15 20 13 260
16 20 7 18 126
21 25 11 23 253

76 883

883
76  11,6

1. Находится среднее арифметическое каждого класса.
2. Вычисляется сумма произведений среднего арифметического каж-
дого класса и частоты.
3. Находится сумма частот.

Таким образом, можно сказать,
что в среднем  каждый работник
этой фирмы в день разговари-
вает по телефону 11, 6 минут.

1. Находится среднее значение
каждого класса. 
2. Находится сумма произведений
среднего значения и частоты каж-
дого класса. 
3. Находится сумма частот. 
4. Находится соответствующее
значение среднего арифметиче-
ского.

∑(x  f)
n

Среднее арифметическое по распределению частоты 

наиболь. знач. +  наимень.знач
2

x

∑(x  f)
nx

x среднее арифметическое класса, f частота, 
Обратите внимание, что n = ∑ f   . 

x =

∑(x  f)

n = ∑ f 

Знак ∑ - показывает сумму и читается “сигма”.
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1
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4

5

Найдите среднее арифметическое по данным в таблице.

Сгруппируйте информацию по классам, постройте таблицу и вычис-
лите среднее арифметическое.

Для чего находится среднее  значе-
ние класса при подсчете среднего
арифметического - соответственно
сгруппированной информации?
Обос нуйте ваше мнение на ниже-
приведенном примере. Придумайте
и запишите еще одну базу данных.

a) База информации: 
Высота 30 кустов (в см)
Число классов: 5
67 76 69 68 72 68 65 63 75 69
66 72 67 66 69 73 64 62 71 73
68 72 71 65 69 66 74 72 68 69

b) База информации: 
Время пребывания 20 больных
в больнице (дни)
Число классов: 4
6 9 7 14 4 5 6 8 4 11
10 6 8 6 5 7 6 6 3 11

Зарплата 8 работников фирмы из 30 равна 110 манат, а 22 работников
330 манат. Найдите средний заработок работников фирмы.
Пироги, приготовленные одной и той же
фирмой в разных магазинах, продаются
по разным ценам. Количество пирогов,
проданных за день, и цена одного пи-
рога приведены в таблице. За какую
цену, в среднем, фирма продает один
пирог?

Продажа пирогов
магазин цена кол.

A 1,20 120
B 1,50 70
C 1,60 110
D 1,10 200

a) b)

Набранные
очки

Число игро-
ков

1 5 2
6 10 5
11 15 9
16 20 8
21 25 3

Масса рыб пой-
манных из
озера (кг)

Число рыб

1 5 2
6 10 5
11 15 9
16 20 8
21 25 3

Масса Количество
1  1,5 1
1,5  2 3
2 2,5 8
2,5 3 15
3 3,5 10
4 4,5 9
4,5 5 0

По информации о массе новорож-
денных детей за неделю определите
среднюю массу одного ребенка.

По набранным очкам в ком-
пьютерной игре найдите
среднее очко.

Анализ информации
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Пример. Фирма по производству электрооборудования провела
опрос среди жильцов 200 домов о том, в каком году ими были куп-
лены холодильники. Результаты опроса показаны на гистограмме.

b) Не проводя вычислений, пред-
положите чему равно среднее
ариф  метическое. К какому из
чисел ближе среднее арифмети-
ческое: 15; 20 или 25?  
c) Вычислите среднее арифмети-
ческое и проверьте предположе-
ние.

1-ый атлет

2-ой атлет

3-ий атлет

По данным  постройте гистограмму частот и полигон относительных
частот.

На диаграмме показаны резуль-
таты бега трех атлетов. Для каж-
дого из них определите средний
результат. О каком спортсмене
можно сказать, что он показы-
вает более стабильный резуль-
тат. Обоснуйте ваше мнение.

Обобщающие задания

от
но

си
те

ль
на

я
ча

ст
от

а
Годы использования холо-
дильников

0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02

12 14 16 18 20 22 24 26
0

0

10,5 11,0 11,5 12,0 12,5 13,0

10,5 11,0 11,5 12,0 12,5 13,0

10,5 11,0 11,5 12,0 12,5 13,0

Рост детей. Число классов: 5,  Информация: рост 30-ти детей:
67 76 69 68 72 68 65 63 75 69 66 72 67 66 69 73 64 62 71 73
68 72 71 65 69 66 74 72 68 69

Время проживания в отеле. Число классов: 6
Информация: время проживания в отели 20 человек:
6   9   10   6    11   7   14   6    5   7   6   4   5   6   8   4   11   8   6   3 

По данным постройте таблицу частот.

По данным постройте гистограмму относительной частоты. Вычис-
лите среднее арифметическое.

a) По гистограмме постройте таблицу со следующими показателями:
классы, размах классов, частоту информации. 

a) b)

140-145
146-151
152-157
158-163
164-169

3
7
12
6
2

145-150
151-156
157-162
163-168
169-174

2
3
8
11
6

Рост девочек Рост
мальчиков ЧислоЧисло
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Принцип умножения. Если элемент a можно выбрать n способами,
а при любом выборе a элемент b можно выбрать m способами, то пару
(a, b) можно выбрать mn способами. 
Пермутация. В некоторых случаях требуется найти число возможных
вариантов по порядку расположения элементов, входящих во множе-
ство. Задачи такого типа мы решали при помощи разветвляющейся диа-
граммы или составлением списка. Например, сколько трехзначных
чисел с неповторяющимися цифрами можно составить из цифр 1, 2, 3?
123, 132, 213, 231, 312, 321. А теперь выведем формулу для нахождения
числа всех возможных перестановок. Первый элемент можно выбрать
из 3-х элементного множества тремя способами; 2-ой элемент из остав-
шегося 2-х элементного множества двумя способами; 3-ий элемент
можно выбрать из одноэлементного множества одним способом. Тогда
число всех возможных перестановок будет 3  2  1 = 6. Произведение
321 коротко записывается как 3! и читается “три факториал”. 
1! = 1,      2! = 2  1 = 2,        3! = 3  2  1 = 6...., и т.д. Принято, что 0! = 1.      
n!  n  (n  1)  (n  2)  ... 2  1
Упорядоченное множество элементов заданного конечного множества,
отличающегося только порядком их элементов называется пермутацией
(перестановкой). 
Первый элемент пермутации можно выбрать из n- элементного множе-
ства n способами; 2-ой элемент из оставшегося (n - 1) элементного
множества (n - 1) способами, 3-ий элемент из оставшегося (n - 2) эле-
ментного множества (n - 2) способами и .т.д. Наконец, n-ый (послед-
ний) элемент можно выбрать одним способом. Тогда число всех
пермутаций по принципу умножения будет: nPn =n(n – 1)(n – 2)· ...·2·1.
Число всех возможных пермутаций n - элементного множества запи-
сывается как nPn и вычисляется по формуле nPn = n! .
Пример 2. Сколькими различными способами можно расставить в ряд
5 человек? Здесь n = 5, 5P5 = 5!= 5  4  3  2  1 = 120

Пример 1.  Предположим, что номера автомобилей составляются с помо-
щью последовательно записанных трех латинских букв и трех цифр.
Сколько различных автомобильных номеров можно составить?
a) разрешается повторение букв b) не разрешается повторение букв. 

Пермутации

a)

Общее число выборокБуквы Цифры
26 26 26 26  26  26  10  10  10 =

= 17 57 6000
26  25  24  10  10  10 =
= 15 600 000

10 10 10

b) 26 25 24 10 10 10

Пермутация - перестановка. nPn
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Пермутации

5 Сколько различных “слов” можно получить из букв слова “АТОМ”?
6 Сколькими разными способами можно построить в ряд 8 школьников,

при условии чтобы Лала и Эльмир стояли рядом.
7 Сколькими различными способами можно рассадить 6 человек вокруг

круглого стола? 
8

9

Переставляя буквы в слове “ПЕРМУТАЦИЯ”, строятся различные
“слова”. Найдите число слов, в которых гласные записаны рядом.
В классе 8 учеников, из которых 5 мальчиков, 3 девочки. Сколько су-
ществуют возможных вариантов последовательного выхода их из две-
рей: a) сначала выходят девочки; b) сначала выходят мальчики; 
c) могут выйти в любой последовательности.  

Вычислите. 

d)

Сколько чисел можно составить перестановкой цифр числа 1234?  

В турнире участвуют 6 человек. Сколькими различными способами
могут быть распределены места в турнирной таблице.

1

4

2

Сколько пятизначных чисел с неповторяющимися цифрами можно
составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4  ?

3

18!  2  17!
16! + 15 !

b) 8! 
6! c) 9! ∙ 5!

8! ∙ 6!
5P5  2 ∙ 3P3

4P4 + 5 ∙ 3P3
a)

54321
2  2 ∙ 1

Поэтому число различных перестановок будет в два раза меньше, то
есть = 60.5!

2Пример 2. Сколькими способами можно поменять буквы в слове
БАНАН? Например, ААБНН, АНАБН, АБАНН и т.д .

Пример 1. Сколько различных слов с различным произношением
можно получить переставляя буквы в слове АЛТАЙ?
Решение: Если буквы были бы различными, то 5! перестановками можно
построить различные слова. Однако, при каждой такой перестановке, если
поменять  местами две буквы А между собой слово не изменится.

Если в n-элементном повторяющемся множестве имеется k видов эле-
ментов и из них количество 1-го вида равна n1; 2-го вида n2; 3-го - n3,
наконец k-го вида nk, тогда число возможных пермутаций будучи: 
n1+ n2+n3+...+nk  n вычисляется как:

5!
2!2!1!

60
2

Решение: В слове БАНАН имеются две буквы А,  две буквы Н и одна
буква Б. Число пермутации из 5 элементов равно 5!  Однако, две буквы
- повторяющиеся, поэтому число возможных перестановок:

= = = 30БАНАН

Число пермутаций во множестве с повторяющимися элементами

{

n!
n1!  n2!  n3!  ...  nk!



Пермутации

Задача. В группе 8 учеников. Сколькими способами можно выбрать
председателя группы и редактора? Решение: a) Председателя группы
можно выбрать  из 8-ми учеников 8-ю разными способами; после того
как выбрали председателя группы, редактора выбирают из оставшихся
7-и учеников 7-ю разными способами. По правилу умножения число
различных выборов 8 · 7 = 56.
Если закодировать учеников числами 1, 2, ... , 8,  то выбор последова-
тельностью 3; 5 отличается от выбора последовательностью 5; 3. 
В первом случае 3-ий ученик выбран председателем, а 5-ый - редакто-
ром. А во втором случае наоборот, 5-ый ученик выбран председателем,
а 3-ий редактором. b)  На первый взгляд эта задача похожа на преж-
нюю. И здесь одного дежурного можно выбрать 8-ю способами из 8
учеников, а другого из 7 оставшихся учеников 7-ю способами. Однако,
в этом случае выборы, например 3; 5 и 5; 3 не различаются и показы-
вают одинаковую пару. Принимая во внимание одинаковые составы,
получаем: = 28 способов.
В подобных задачах особое внимание нужно обратить на важность вы-
бора последовательности элементов.

Али, Вюгар, Яшар, Лейла, Илаха и Тогрул в соревновании по шахма-
там между собой  набрали различные очки.
a) Найдите число всех возможных вариантов распределения I и II
места.
b) Шахматисты, занявшие первые два места, завоевали права на уча-
стие в зональном туре. Найдите число возможных вариантов.

Сколько двузначных чисел с неповторяющимися цифрами можно со-
ставить из цифр 1; 2; 3; 4; 5; 6.
На окружности отметьте точки A,B,C,D,E. Сколько прямых можно
провести через любые две из этих точек?

Упорядочные и неупорядочные выборы

13

14

15
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Из 5-ти последовательно расположенных шаров два
красные, три желтые. Сколькими способами можно рас-
положить их в ряд?

Сколько слов с различными произношениями можно получить, пе-
реставляя буквы в словах: 
a) НЯНЯ;   b) ДАЧА;  c) ВОДОПАД;  d) ПАРАБОЛА

. . .

8 · 7
2

По данным выражениям напишите число элементов, число повторяю-
щихся элементов и число повторений

12

11

10

Обучающие задания

6!
2!  2!  2!

12!
7!  3!  2!

8!
4!  2!  2!

a) b) c)



Воспользуюсь знаком факториала, указанную выше формулу можно за-
писать короче: nPk = n  (n 1) ∙ . . . ∙ (n k + 1) =                n!

(n  k)!
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7P3 + 6P3

11P2

Пермутации

4 3  2  1
4 3  2  1

Пример. Сколькими способами можно выбрать в школьную организа-
цию трех учеников из семи - председателем, заместителем и секретарем?        

=7  6  5  = 7  6  5 7  6  5  4  3  2  1
4 3  2  1

= =7!
4!

7!
(7  3)!

Упростите.  

Что больше?

Вычислите. 

Каждая буква слова “АЗОТ” написана на отдельной карточке. Сколько
различных “слов” можно составить, если любые две будут лежать
рядом. 

8P2, или 6P3

5P3

5P2
a) b) c) d)

a) 10P3, или 7P5b) 9P6, или 8P7c)

У Фидан 6 костюмов. В понедельник, во вторник и в среду она должна
участвовать в семинаре. Если в каждый из этих дней Фидан будет оде-
вать разные костюмы, то сколько разных выборов она имеет?
Сколькими способами можно положить 4 письма в 6 конвертов, так
чтобы в каждом конверте было-бы не больше одного письма.

Сколькими различными способами могут покинуть автобус трое пас-
сажиров на 5-ти остановках при условии, что на каждой остановке вы-
ходит не более одного пассажира?

В классе 20 учеников. Сколькими способами можно выбрать предсе-
дателя и секретаря для проведения классного собрания.

nPk = n  (n 1) ∙ ... ∙ (n k + 1)
число множителей равно “k”  

Пермутации - Перестановки. nPr

Проверим правильность этого равенства на данном примере:

0 ≤ r ≤ n.

20

18

19

17

21

22

23

Сколько можно составить трехзначных чисел с неповторяющимися
цифрами из цифр  1, 2, 3, 4, 5, 6. Сколько из них будет больше 200 ?  

24

16

8P5

8P4

6P5 + 6P4

6P3

Решение: Председателя можно выбрать из 7 учеников 7-ю способами,
заместителя из оставшихся 6-ти учеников 6-ю способами, а секретаря
5-ю способами. Число способов выбора трех учеников из семи будет
76 5 = 210. Рассмотрим пермутации, которые имея по “k” элементов,
выбранных из числа данных “n” элементов, отличаются одна от другой
либо составом элементов, либо порядком их расположения. Из n эле-
ментного множества, выбрав “k” элементов, построим последовательно
в ряд. 1-ый элемент ряда можно выбрать из n -элементного множества
n способами, 2-ой элемент из оставшихся (n  1)-го элемента (n  1)-
способами и.т.д. наконец k-го элемента (n  k + 1) способами: По прин-
ципу умножения число пермутаций вычисляется по формуле:

a) 10P3 b) 7P2 c) 8P3 d) 5P4 e) 7P4

= = = 2107!
4!

7  6  5  4!
4!

7!
(7  3)!7P3 =  



7C3 =          =                = 35
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2

1

3

4

Сравните.

а) Сколькими возможными способами из 12-ти видов освежающих 
напитков можно выбрать 3 различных напитка.
b) Сколькими возможными способами можно выбрать 2-х финали-
стов среди 20-ти спортсменов.  
с) Менеджером фирмы получены 8 предложений на вакантные рабо-
чие места. Сегодня он пригласит троих на собеседование. Найдите
число возможных вариантов.  

Отметьте на окружности точки A,B,C,D,E,F и соедините их попарно
отрезками. Сколько отрезков нарисовано?
Вычислите. a) b) c) d) e) f)

a) 8P2 и 11C2 b) 7P3 и 7C3 c) 11P2 и 11C2 d) 7C3 и 7C4

Число всех выборов “k” элементов из “n” данных без учета их порядка
называется комбинезоном. Комбинезоны отличаются друг от друга
только элементом. То есть комбинезон “k” - элементное подмножество
“n” - элементного множества. 
Число k  - элементных подмножеств n  - элементного множества обозна-
чается nCk и читается так “комбинезон из n элементов k”. Если от каж-
дого k элементного комбинезона образуется k! пермутации, то количество
общих пермутаций будет  nPk. По принципу умножения имеем. nPk = nCk ·k!
Значит, 

Обратите внимание на своеобразную симметрию этой формулы. Если
заменить k на (n  k), то получится та же формула. Только факториалы
в знаменателе поменяются местами. nCk = nCn – k. Легко показать что, 
nC0 = 1, nCn = 1, nC1 = n.

Пример. Для презентации проекта группа из 7 членов должна выбрать
троих. Сколькими различными способяами могут это сделать члены
группы? Решение: Не имеет значения, в какой последовательности будут
выбраны трое. Если выбрать любых трех учеников, построить их после-
довательности  в ряд, то число всех возможных случаев будет 7P3. Так как
перестановки 3! способами мест в ряду выбранных учеников показы-
вают одинаковый состав, то число различных выборов будет в 3! раза
меньше: 

В некоторых вычислениях, относящихся к объединениям возникает не-
обходимость использования программы Microsoft EXCEL или графкаль-
кулятора.

Комбинезон
Комбинезон, пермутации

4C3 4C4 5C2 6C3 6C1 7C3

nPk

k!nCk =          = 

Пример:
Формулу числа комбинезонов можно написать в виде: n!

(n  k)!·k!nCk = 

n  (n 1) ∙ ... ∙ (n k + 1)
1·2·...·k

число множителей равен k  

7P3

3!
7 · 6 · 5
1  2  3= = 35 

7 · 6 · 5
1 · 2 · 3

7P3

3!
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8

7

10

11

12

13

14
15

16

17

18

Определите, в каких случаях находятся пермутации, а в каких - ком-
бинезоны и вычислите.
a) Из 20-ти видов цветов выбирают 3. 
b) Трехзначный код кредитной карты.  
c) Регистрация 9-ти книг из прочитанных 12-ти. 
d) Для участия в семинаре выбирают 2-х работников из 9-ти. 
e) Из 10-ти спортсменов до финиша доберётся 1-ым, 2-ым, 3-им.

Наргиз хочет из букв своего имени создать пароль для е-mail из 6-ти
маленьких букв. Сколькими способами она сможет это сделать?

Сколько параллелограммов можно сосчитать на рисунке?
Сколькими разными способами можно ответить на 10 вопросов, за-
писав два ответа - верно и неверно.
Сколько разных групп можно составить из 5-ти мальчиков и 4-х де-
вочек при условии, что в группе есть хотя бы одна девочка?
В урне 5 белых и 3 красных шара. Сколькими различными способами
можно вынуть из урны 3 шара так, чтобы 2 из них были белыми, а 1
красным?
Сколькими возможными вариантами могут сесть в одном ряду 4
мальчика и 4 девочки, если:
a) все мальчики и все девочки сядут рядом; b) рядом сядут одна де-
вочка и один мальчик ;     c) сядут все и в любой последовательности.

Из 10-ти рекламных шитов 3 белых, 2 серых, 5 голубых. Сколькими
разными вариантами можно расположить их в один ряд?
Сколькими разными способами могут сесть за круглый стол Азер,
Анар, Али, Вели, Видади и Араз при условии, что Али и Вели не
будут сидеть рядом?
На окружности отмечены 8 точек. Сколько треугольников можно по-
строить с вершинами в этих точках?

Упростите выражения.
a) 6!      

5!
Прикладные задания

b) 7! + 6!
7! 6!

7C3

6P3
c) 7C3 : 8P5d) 

Комбинезон, пермутации

5!      
4!

7!      
6!+

5
6

Вычислите и определите, что больше: nPk или nCk  при n = 6, k = 2. 
Напишите по одной задаче соответственно каждому данному комби-
незону: c)a) b) 7C410C3 5C2

9 Магазин спортивных товаров готовится закупить товары нового се-
зона. Есть предложение спортивных костюмов 6-ти цветов с пошивом
4-х стилей. Владелец магазина решил выбрать костюмы 4-х цветов и
2-х стилей. Сколько возможных выборов имеет владелец?

из 6 цветов выбор 4-х: 6C4
из 4 стилей выбор 2-х : 4C2

Указание: Возможность выбора = Число цветов  Число стилей
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Решение задач по теории вероятности
4

5

6

7

8

9

10

В классе 12 девочек и 10 мальчиков. Школа должна отправить в
школьную организацию пять представителей. a) Сколько существуют
вариантов, что ими окажутся 3 девочки и 2 мальчика? 
b) Какова вероятность, случайного выбора 5 мальчиков? 
c) Какова вероятность того, что все выбранные представители девочки?

Из 5-ти синих и 4-х красных шаров в коробке любые три могут быть
выбраны различными способами. Найдите вероятность того, что хотя
бы один из вынутых шаров будет синего цвета.  

Сколько трехзначных чисел с неповторяющимися цифрами можно
составить из цифр 2, 3, 5, и 7. Найдите вероятность того, что одно
случайно выбранное из этих чисел будет четным?  

Конвейер за один выпуск производит 100 батареек и известно, что 2
из них с дефектом. Батарейки упаковывают случайным образом в ко-
робки по 4 штуки в каждой: a) Какова вероятность, того что в одной,
случайно выбранной коробке все батарейки будут без дефекта? b)
Какое событие является дополнительным событием данного события?
Найдите его вероятность. c) Какова вероятность того, что 2 батарейки
в этой коробке будут с дефектом? d) Какова вероятность того, что 2
батарейки случайно выбранной коробки будут без дефекта? e) Чему
равна вероятность того, что в случайно выбранной коробке будет хотя
бы одна батарейка с дефектом?
Числа 3, 4, 5, 6, 7, 10, 12, и 13 записаны на карточках и сложены в ме-
шочек. Если вытащить случайным образом три числа, то какова ве-
роятность, что это Пифагорова тройка.
Рена, ее подруга Лейла и еще пять учеников участвуют в выборах
председателя и заместителя школьной организации. а) Какова веро-
ятность выбора Рены председателем, а Лейлы заместителем? b) Ка-
кова вероятность, что на эти должности будут выбраны подруги?

Три девочки и два мальчика строятся в один ряд. Найдите веро-
ятность того, что все мальчики будут стоять рядом.

Среди трех девочек и пяти мальчиков классный руководитель должен
выбрать троих представителей в школьную организацию.
a) Сколькими разными способами он сможет это сделать? 
b) В скольких случаях все три представителя будут мальчиками? 
c) Найдите вероятность, что все три представителя будут мальчиками. 

11

12 В урне 4 белых и 3 черных шара. Найдите вероятность того, что слу-
чайно вынутые 2 шара: 
a) оба белые;      b) оба черные;    c) один белый, а другой черный.
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1) Информация показывает заработную плату
и число работников на фирме. 
a) По информации постройте таблицу отно-
сительной частоты. b) У скольких работников
зарплата меньше 382-х манат? c) На сколько
манат меньше получают зарплату 72% работ-
ников? d) Если случайным образом выбрать одного работника, то ка-
кова вероятность, того, что его зарплата меньше 413 манат?  2)  На
фирме - на празднике в качестве подарка - приза разыгрываются 3 хо-
лодильника:  a) чему равна вероятность выигрыша всех трех холо-
дильников работниками, получающими зарплату меньше чем 331
манат; b) чему равна вероятность выигрыша хотя бы одного холодиль-
ника работниками, получающими меньше 331 маната?   

Среди жителей одного поселка было проведено исследование -
“сколько телевизоров имеется в каждом доме”. Результаты опроса
были как показаны ниже. Сколько телевизоров, в среднем, имеется в
одном доме?

Число телевизоров: 0   1    2    3    4   5
Число домов: 1   8   13  10   5   3

В школе 56% школьников составляют девочки. Половина их занима-
ется спортом. Число этих девочек равно 140. 65 % мальчиков школы
так же занимаются спортом.  a) Сколько учеников в этой школе ?  
b) Сколько мальчиков и сколько девочек в школе? c) Если случайным
образом выбрать одного ученика, то чему равна вероятность того, что
он занимается спортом ?
Из 3-х шестиклассников, 5-ти семиклассников, 4-х восьмиклассников
школы для дежурства выбирают 3-х учеников. 
a) Найдите вероятность того, что все дежурные из седьмого класса; 
b) Найдите вероятность того, что ни один дежурный не является се-
миклассником. 
Найдите число возможных вариантов вытянутых трех букв из ме-
шочка с данными буквами. Если из мешочка вытянуть три буквы,
найдите вероятность того, что хотя бы одна буква гласная.

В урне 6 желтых и 8 белых шара.
a) Сколькими возможными вариантами можно вытянуть 3 шара? 
b) Найдите вероятность того, что все три шара белые. 
Переставляя буквы в слове “ХОРДА” получаются разные “слова”. В
скольких из них: a) гласные записаны рядом;
b) гласные не записаны рядом.

Зарплата Кол.
280 - 330 5

6
4
3
7

331 - 381
382 - 412
413 - 443
444 - 474

Обобщающие задания

a) b) c) A B C D E E F G H I J K M N O P

1

2

3

4

5

6

7

8
a) (n + 2)! = 20 · nPn                                b) nP2 = 90                  c) nC2  nC1 = 9
Решите уравнения:
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Обобщающие задания
Посуда, полностью заполненная сахарным песком весит 14,5 кг, а
заполненная наполовину весит 7,7 кг. Найдите вес пустой посуды.

Найдите значение выражения:

Прямая  y = kx+b пересекает ось абсцисс в
точке (–2; 0), а параболу y = 3(x – 1)2 на оси
ординат. В какой еще точке пересекается
прямая и парабола?

2

3

6

7

8

9

10

11

13

1

a)  x2 – 8x + 15 при x = 4 – √5,   b)    x = √7   при (x + 3) (x2 – 3x + 9).3 

В арифметической прогрессии a1 =  2, a5 = 18. Найдите десятый
член прогрессии.

Для размещения 56-ти туристов были установлены трехместные и
пятиместные палатки. Если всего было установлено 16 палаток, то
сколько из них трехместные.

Напишите уравнение окружности с центром в начале координат и
проходящей через данную точку. Найдите площадь сектора соответ-
ствующего центральному углу 45°. 
a) (0; 10)        b) ( 3; 1)                c) ( 4; 4) d) ( 6; 4)
Четыре куба с ребрами по 4 см у каждого наложением друг на друга
образуют прямоугольный параллелепипед. Найдите его объем и пол-
ную поверхность.

В пустые клетки запишите соответствующие знаки сравнения (>, <, =).
a)  Если a > b, ( a) + b       0 b)   Если a > b, ( a) ( b) 0
Если Сеймур за 32 минуты читает 24 страницы книги, то:
а) сколько страниц прочитает за 40 минут? 
b) за какое время он прочитает книгу, в которой 264 страницы.

M

L

K

PN

Дано: ΔMLN  ΔKLP
Докажите: ΔMNP  ΔKPN

y

x
( 2; 0) y=

 3
(x

–1
)2

O

4 5По данным рисунка найдите периметр
и площадь закрашенной части.

B

A CN21 9

17
x 17

Найдите радиус окруж -
ности с центром в точке O.  

13
4 14

O

A BN

12 Решите неравентства:
a) 2(x 3) < 5x   b) c) 1 < 3  2x ≤ 7     d) 2x 3 1< 3x  3

1  √2
> √2 + 1

14

S
x + y = 3

S
x  y = 5

Найдите сумму               
из системы уравнений

S
x + S

y















236

с.58-61 №2 1) a) (3; 0), (–1; 0);  b) (0; –3); c) (1; –4); d) y = (x – 1)2 – 4  3) a) (–1; 0), 
(–5; 0); b) (0; 5); c) (–3; –4); d) y = (x + 3)2 – 4. №6 a) пересекает ось абсцисс
(2; 0); (6; 0), ось ординат (0; 12). Вершина (4; –4). НМЗ = – 4. Область опрд.
(–; +), область значений [–4; +]. №7 a) НМЗ = 8; b)  НБЗ = 4;  
h) НБЗ = 0,5 №9 y = –     (x – 5)2 + 20 №10 d) (1; 14); f) (2; 48). №15 a) b = –2, 
c = –3; b) b = –4, c = 3; c) b = –4, c = 4;   

с.49-55 №2 b) 9 №3 a) –1; 2 №7 1) a =      №16 b) y =     (x – 3)2+2, y = 2(x – 3)2+2

№20 a) x = 5 №21 c)y = –4(x –2)2 + 5; d) y =     (x + 3)2– 10 №23 a)y = –(x –2)2 – 1;

с.16-21 №3 a) 2 и 3; b) 2 и 3; c) 1 и 2; d) 0 и 1; e) 1 и 2 №6 a) 2; c)3; d)2 №7 c) 48; 
e)0; f)2; h)–8 №9 a) 2x; b)0 №10 b)0 №11 1 №14 d)±2; e)–2 №19 a) 2; d) 40; 
e)1 №20 a)12 b) 6 №21 a)1; c)2; f)6 №22 a)4; c)2 №25 a)x; b)a; h) xy №26 2м2

№30 a)     , d) |x| №31 a) a2 + 4a + 4; c) x2 – 1 №32 a)4√2 ; b) 2√3  №33 a) 4x√x;  
b) 3a√a2 №34 h) x√2y x≥0, y>0 №35 a) 9 √y  b) x√2x3 №36 a) √54 ; d) –√48 
№37 d)√2x, x>0; e)–√–3c3, c < 0 №41 a) 3.  №42 a)√b №43 a) 2 ; b) 4 ; c) 1,5√3                                                        
№47 a) 3√3 ; c) 2√4   №48 a) 1 №49 b) x = 16, x >16, 0 ≤ x < 16

с.27      №1 a) 6; b) 1; c) –1; e) 1 №3 a) 4√9 №4 b) ≈ 1,9 m №5 a) 1№6 d)–√3a4; 
e)√2c3; f) –√–2c3 №7 b)√b ; c)√a №10 a) ±2; c) –1 №11 2a3 №12 №13 a) x  3;      
b) xR; c)x  2; d) x  0 

с.22-26 №3 a)10; b)    ; f) 10; h) 1 №4 b) 6 №9 d) a3 №11 a) a; b) m0,5; d) c0,5 №12 b) 2
№13 a) 6 №14 b) 3x №17 b)0,1a; c)10a №18 a) x=a2; b) x=a–3 №19 c)3 №20 c) x
№21 c) x0,5 №22 a) 2x; b) x – y; c) y – 1 №23 c) c   – 1 №24 a) b0,5 (b0,5 + 1); 
c)(c – 30,5)(c + 30,5); g)(x  – 3)(x   + 3)№25 a)a0,5+b0,5; d) b №26 a) 5 №28 2)5 час.
№30 b) h=12 см №31объем параллелепипеда больше №34 d) b = 

II Раздел
1 
4

1 
2

1 
5

1
20

1 
6

Ответы

с. 8-11   №8 b)      .  №13 d) –3 и ; f) 1 и √3 – 1. №14 a) 2. №23 2) A (B  C).
с.13-15 №1 a) точки B , C и D b)m =–2 №3 V=64 см3 a)512 см3 b)61 см3 увелич. №4 c)2;   

e)3; f)4; g)5. №10 a) √1,2 < √7 < 2 < √9 №11a)x = 2; c)x = 3 №14 1) a =22 · 3 =12;
2)96 см2 №16 2-ой холодил. №21 h ≈ 37,2 м №22 b) ≈340 г №24 b) ≈ 4,5 м.

I Раздел

y
x

8
9

2
3

1
3

4
3

1
6

11
24

1
3

1
3

3 33

3

3

4

2
a

a
√A2 1

с.29-30 №4 d)  4,18 мм №5 a) 2,37 см №6  62,8 см №9 a)150º, 90º, 120º 
с.31-34 №3 a) 4 b) 93º №5 a) 16; b) 30 №7 25  №9 b) 48; 26  №10 a) 10 b) 3 №11 21 

№13 I вар.-1см, II вар.-7см №14 144 м №15 a) 12 см; b) 10 см; c) 48 см.
с.35-36 №1 40º, 180º, 210º. №2 95º,60º,120º. №5 1) 63º; 2) 110º; 3) 36º, 30º
с.37-39 №4 b) 8; c)9; d)15. №6 c) 3,9 м; d) 36º №8 b)2; d)12 №9 a)AD=14 см, AB=16 см, 

DC = 17 см, BC =19 см, P = 66 см №11 a) 15√3; b) 36 №12 9√7 см
s.40-42 №5 a)19º;b)17º №6 d)14º;e)26º №7 a)30º b)44º №940º №101)b)58º,122º №11 c)55º
s.43-44 №4 a)2; b) 25; c) 2 №56,5 м №6 а)5,8 км №7a) 2; e)8 №9 b) c = 5, d = 6; c) x = 11 
s.45-46 №130º №2 50º №5 b) 8 №7 89º ; 41º №8 e)154º;76º №10 a) ≈13,4 км; b) ≈ 67 ман

3

3

4 4 4

43 4

4 5

5 5

4 5 64

с.56-57 №1 1) a) 2; b) 1; c) 2; №2 a) 1) вверх; 2) m = 15, n = –100; 3) x = 15; 4) 2;
b) 1) вниз; 2) m =0, n = 14;  3) x = 0; 4) 2; c) 1)  вверх; 2) m = –18, n = –8;  
3) x = –18; 4) 2; №3 a) f(x) = (x – 8)(x + 3); g(x) = (x – 1)2; p(x) = 4(x – 2)(x – 3)  
b) f(x): (8; 0),(–3; 0), (0; –24);  g(x): (1; 0), (0; 1);  p(x): (2; 0), (3; 0), (0; 24) 
№4 a) y = (x – 10)(x – 4) №6 a) 2; x = 2; c) 2√3; x = 2;  d) 4; x = 1 
№7 a) m = 1, n = – 8; b)  m = –2,5   n = –      ; c) m = –1, n = 4
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с.95-101 №7 b) (2;2), (1;3); c) (4;2), d) (–1;3), (–3;1) №8 a) (3;9), (–1;1); b) (1;2), (–2;5);      
e)(6;–1), (3;5) №12 a)b>6; b)b=–5 №13 k = –2 и k = 10 №14 b<0 №15 a)(–2;–4)
(4; 2) №16 2) y = 4 – (x+3)2, y = –x – 1 №19 t1 = 1 сек и t2 = 3 сек №20 8м  8м
№22 b) 14 сек №23 a) 7,5 №28 a)(1;–2),(–1;2) №29 d) одно реш.; e) нет реш.

с.67-68  №4a)y = 2|x|; b)y = 1– |x – 3|; c) y = 0,5|x + 2| №6b) на 20-й неделе, 4000 альбом
с.69       №1 b = –3; c = 2 №2 (5; 0), (–3; 0), (0; –15) №3 y = (x + 3)2 – 2 №4 k = 10

№5 [2; +∞) №7 y = x2  – x – 2 №8 20 м №12 a = 4, b = –6 или a = –4, b = 6

с. 86-88 №1a)3; e) ±1 №2 b) 0;2 c) 0; 2; e) 0; 4; №3 1)  0; 4; –5, 3)–2;  0,5 10) 3; 1,5
№4 a) два дейст. числа; b) один дейст. корень; c) три корня №5 c)2 
i) 2; 3 №6 –2;1;3; a = –2 №7 a)5; b)1; 3 №8 10 il №9 a) 3; d) ±2; ±1 f)1; 2 
i) 4; –0,5 №10 a) ±1; ±2 b)3; ±1 c)±1; –2;–4; f)1; g)1; 2; 3; 6 №11 b) 12; 4 
№12 a)k = 2 b)k = –1 №13 a) 56; b) при ср. бал 52,5 за 4 недели.
№14 a)r =          ; d) v0 =      –        №15 b) 31,25 м.

III Раздел

Ответы

с. 89-90 №1 a) ; b) –4; 3 g)  4; i) –2,5 №2 a) 3 c) 4 f) ; j) 6; –1 №3 a) ; d) 0; f) –1 
№4 b)a =     ; f)a =     №5 Рагим-6час., Cəmil-3 час. №6 4 час., 12час.
№7 9000 №8 40 стр №9 15 ман, 17,25 ман №10 a)4 кг №12 20 игр №13 36; 37 

b
3b + 2

b(x + 1)
x  1

с. 92-94 №1 b) 4; g) 3; i) –4; 3; n)1 №5 g) –0,6; 3; l)1 №9 |x –110|=15 №12 |x–48|=2,4

с.64-65  №1c) S = 12x – x2 ; d) при x = 6 см Smax = 36 см2 №2 a) подорожания по 50 гяп.  
пять  раз; b) 1125 манат №4 a) t1 = 1 сек, t2 = 3 сек; 
b) t = 2 сек, hmax = 21м c) ≈ 4,04 сек №5 3 ий день; 290 билет. №6 20 м.
№7 1) y= 2,24 –     x2 (x и y в метрах) 2) a) 1,68 м №8 1) y=     x2

с.70-73 №3 a) 1) 10; 2) 5; 3) 13 b) RQ = √68, PT = 5 №4 a) P = 18; b) P = 4√17  №5 5  
№7 (–2; –2) №8 5 №9 1) a) x=10, y=10; b) 2√13 №11 k = –1; k = –7, две точки
№12 (6; 0) №13 a) y = 2x + 4 və y = 2x – 1; c)√5   №15 15 м №16 a) P = 12  
№17 10 км №20 a) равнобедренный; b) разносторонний.

с.74-81  №1 b) x2 + y2 = 12; c) x2 + y2 = 15 №2 b) (x+4)2 + (y–2)2 =1; f) (x+5)2 + (y–9)2 =20 
№3 a) ±12; b) ±13 №4 b)M(1; 2),r =4 №5 b)M(–8; –20), r = 22; d)M(2; 1), r = 1    
f) M(1; –3), r = 5 №7 a)(x–3)2+(y–3)2=17, (−1; 2), (−1; 4) №9 a)(x–3)2 + (y+2)2=49 
b) (10; –2), (–4; –2) №12 b) y = – x– №15 10  №16 5 №17 a) касательная;
d) секущая №18 (x–12)2 + y2=64 №21 a)10; b)7 №27 c)135 №29 a)9√3  

с.82-83 №1 a)  39,25 см2 b)  37,68 см2 №2 a)  1,14 м2 №3 b)  8,87 №4 9√3 – 1,5� 
 10,86 см2  №8 0,61м2 a) №10 a) 12,5(� – 1); b) 6,25� – 12 №11 8� – 16

с.84     №3 a) (4; 3); c) 5�; d) y = –       x №4 (–6; 0), (2; 0) №6 12,5 � №7 16√3 – 8�4
3

с.104-105№11) (1; –4), (2; –1); 2) (3; 3), (–3; –3); 5) (1; –2), (–1; 2); 10) (0; –1),  (–1; 0) 
№3 c) 1; 2 e) 0; ±5 №4 4 км/час, 5 км/час №5 100 челов. №7 b) (–2; 5), (2; 1);    
c) (3; 2) №9 6; 8; 10 №10 f) –1№11 4м/с, 3 м/с №14 a) a = 0; b) a = ±6                              

A  P
Pt

gt
2

s
t

с.102-103№1 430 №2 0,8 ман; 1,1 ман №3 1000ман, 3000ман №4 2350ман, 3050ман
№5 6 л, 4 л №6 88 кг чист. щелк, 32 кг 85%-ый №9 60см2 №10 20 мин., 30 мин.
№11 96 км/час, 64 км/час №12 56 сек

с.107-109№7 1) a) 12; b) 54; 2) a)120º, 60º; b) 144º, 36º №9 1260º №10 144º; 36º; n = 10  

4 
5

41 
5

с.111-117№1 a) 30º; b) 7,5 №3 a) x = 90º, y = 60º; b) x = 90º, y = 50º; c) x = 32º, y = 90º
№4 96 см2 №8 24 см №12 I вар-22 см; II-вар 20 см №14 a) 40;80 №15 d)130см2

№16 b)R=5,r = 2; №1810 см №19 R=8 см №20 2)12см №21 R=6см S=27√3см2

№11 a) 127º  №13 1) 6; 2) 12; 3) 9; 4) 18 №14 3) n = 10 4) n = 12

8 
7

1 
40
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с.184-186 №1 c) 92 №2 a)195; b)n2 – 2n №5 a)               ; b) n(n +1); c) n2 №6 c)1683
№7 122,5 №9 a) 8 b)78 №12 a) 19 №13 0,25  №14 a) a1 = 1; a2 = 9 c) 5-й член

с.194-195 №1 a)31; c)3069 №3 a)b1=3 №5 a)            ,(y 1) №7 272 №10 a)n3 +1 №131364 

с.166    №4 a) 10√2; 10√2; b) –300; 0 №5 300 м №6 a) 40 сек; b)  89 м
s.167 №1 c) 81º №2 Fü  159 N, Fş 103,5 N №4 w=–3√3;3 №5 u = 250 (м), 67º
с168,170 №1 AC = 2a ; b) KC = –2b  №6 a)–8; 21 c)14; –1 №7 10 №9 k=±6 

№10 2) AX = a +     b; 3) BY = b – 0,5a  №13 C(0; 3)3
4

V Раздел

VI Раздел

n(n +1)
2

1
1 – a2

1
1 + a3

1
1 + a

1
1 – a

yn – 1
y – 1

с.188      №3 a) y1 = 2, y4 = 0,25. №4 a) 10; 3; 0,9; 0,27; 0,081 №7 1)q = ;  3) q = 0,5
с.190-191 №1c) b4=12, b5=–24 №4 a) n= 5 b) n= 6 №5 2)bn + 1 = 3bn, b1=4 №7 P6=1,5 см

№83см2 №1272,9 №13c)  увеличится в 4 раза №14a)bn=211 – n b) n =11. 
с.192      №2 x =5, x = –15 №3 x =4 №4 q =2  №5 bn = 2 · 3n – 1  №6 b) да

1
3

3
4

1
3

с.197      №1 a) S =27 №3 e)q= №4 a)           ; b)          ; c)           ; d)              №6 72 см2

с. 206  №2 a)  u=–4;2 №5 c)A′(–4; –1), B′(1; –1), C′(–4;–7) 

→ →→ →
→→ → → →→

→ →

с.198-199 №2 S3 =248, b1= 8, b4= 1000 №6 84 №7 S4 =S9=54 №10 462 лот или 5913,6 г
№11 30,6 №12 a1 = 5, d = 4 №15 a = 3, b = 6 или a = 27, b =18 №20 a)

Ответы

с.173-175 №3 a) 3; 6; 9; 12; 15; 18; 21.  a5 = 15, an = 3n, nN №5 1)  a)b4 = 33; b)b5 =51;    
c) b7 =99; d) bk +1 =2k2+4k+ 3, kN 2)  a)cn = 27 n=7; b)cn =35 n = 9 №6a)an=20  
n = 10; d) an = 0 n = 8 №7 an= 3n +1 №10 1) an + 1 = an+2 a1= 1, nN 
и an=2n–1, nN; 2) an + 1  =an + 2, a1=2, nN и an = 2n, nN.

№11a) 1; 5; 17; 53; 161  №12 a1 =11, a2 = 34, a3 = 17, a4 = 52                 
с.177     №1 b) an + 1 = an + 0,5; a1 = 0,5 d) an+1 = an + 0,3; a1 = –1,6 №2 a) x1 = 9, x3= 1
с.178-180 №1 b) an = 4n – 10 и an + 1 = an   + 4, a1 = –6. №3 a)  a1 = –40, a8 = –19 

№4 11,2; 18,4; 25,6; 32,8 №6 a) n 15, xn  > 0 №10 b) a6= –23, d = –4
№11 152; 208 №13 a)d = 3, a1 =12, a6 =27.  №16 a4 =√48 №20 a)1; 4; 7 и 7; 4; 1 
c)12 член №23 13 член. №24 46000 манат №25 24 см2 №27 an  =4n – 1 

с.181,182№1 b)1)a5 + a9 = 6; 2)a7 =3 №2 b) x =0, x=2. №5 8 см №6 10см №7 9 см;12 см
15см №9 1) a)–1; 2; 5. e)     ;      ;     . №10 a2 + a8 = 2a5 = 2c1

2
5
12

1
3

с.201-205 №7 a)F(–4;1)→F′(–1;–1); A(–2;5)→A′(1;3), S(–1; 4)→S′(2;2),N(–1;2)→N′(2;0)
№8 a) u5; 8, d)u–4; –5  №10 1) 5; 3 2) A'(2; 1)  №14 c) C(2,5; 0)→ →

с.219-221 №2 720 №3 96 №4 d) 2 №5 24  №7 5! №8 6! · 5! №9 a)3! · 5! b) 5! · 3! 
c)8! №10 a)6, b)12, c)1260, d)6720 №11 10 №12 a)6 элемент, кажд. 3 элемента 
повтор по 2 раза.; №13 30 №14 10 №15 a) 30 b)15 №17 a)720 №18 a)8P2 < 6P3 

№19 b) 4 №20 120 №21 360 №22 380 №23 60 №24 120; 100 
с.222-223 №2 a) 4; d) 20 №4 a) 220 №5 nPr > nCr   №8 a) комбинезон; b)пермутация; 

№10 6! №11 1260 №13 56 №14 60 №15 210 №16 74 №18 b) 2! · 4! · 4!; c) 8!

с. 228  №4 a)         b)         №5 a)10; 0,9 №6 a) 364; b)      №7 a) 36; b) 72   №8 c) 6
с.229-236 №24 28 см, 24 см2 №31 4 №33 60 №37 уменьш на 1 №54 16 №65 9 час

№69 27 №74 45 №79 a) H(d) = 6 – 1,5(d – 1)2 №81 c)(5;0), (4;3) №83 7,2 см2

с. 224-227  №4 a)9900 №5 24, P = №6 №8 P = №9 a)       №10 a) 56; b)10; c)
№11 №12 a)P=    ; b)    ; c)       №13       №14     №16 a)    ; b)      

№18 a) ; b)     ; c)      №19 №21 №22
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Àçÿðáàéúàí Ðåñïóáëèêàñû Òÿùñèë Íàçèðëèéè 2018Ó
Müəlliflik hüquqları qorunur. Xüsusi icazə olmadan bu nəşri və yaxud onun
hər hansı hissəsini yenidən çap etdirmək, surətini çıxarmaq, elektron infor-
masiya vasitələri ilə yaymaq qanuna ziddir.  

Radius nəşriyyatı
Bakı şəhəri, Binəqədi şossesi, 53

Buraxılış məlumatı

Ümumtəhsil məktəblərinin 9-cu sinfi üçün 
Riyaziyyat fənni üzrə 

Dərslik
(Ðóñ äèëèíäÿ)

Azərbaycan Respublikası Təhsil Nazirliyinin 03.06.2016-cı il tarixli 
369 №-li əmri ilə təsdiq edilmişdir.




